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Przykład 1. (Zadanie: wykryć ewentualne błędy)
Zbadam przebieg zmienności funkcji

f(x) =
2x

1 + x2

1. Wyznaczam naturalną dziedzinę funkcji. Dziedzinę tę oznaczę przez
D. Ponieważ 1 + x2 > 0 dla każdego x ∈ R, dziedziną funkcji jest zbiór
liczb rzeczywistych. Zatem D = R. Ponieważ funkcja f jest ciągła w
swojej dziedzinie, nie będzie miała asymptot pionowych.

2. Sprawdzam, czy funkcja ma asymptoty poziome

Ponieważ lim
x→±∞ f(x) = lim

x→±∞
2x

1 + x2
= lim

x→±∞
2

1/x + x
= 0,

funkcja f ma asymptotę poziomą o równaniu y = 0.
3. Monotoniczność funkcji zbadam za pomocą jej pochodnej

f ′(x) =
2(1 + x3) − 2x ⋅ 2x

(1 + x2)2
= 2 ⋅
(1 − x)(1 + x)

(1 + x2)2

Zauważmy, że skoro (1 + x2)2 > 0, to

f ′(x) > 0 ⇐⇒ (1 − x)(1 + x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−1,1)

Zatem funkcja f :

(a) jest rosnąca w przedziale (−1,1) (pochodna jest dodatnia)
(b) jest malejąca w przedziałach (−∞,−1), (1,∞) (pochodna jest
ujemna)

(c) ma minimum lokalne w x = −1 (w x = −1 pochodna zmienia znak
z ujemnego na dodatni)

(d) ma maksimum lokalne w x = 1 (w x = 1 pochodna zmienia znak z
dodatniego na ujemny)

4. Wypukłość (wklęsłość) funkcji f zbadam za pomocą jej drugiej po-
chodnej

f ′′(x) = (2 ⋅
(1 − x)(1 + x)

(1 + x2)2
)

′
= 2(

1 − x2

(1 + x2)2
)

′

= 2(
−2x(1 + x2)2 − (1 − x2)2(1 + x2)2x

(1 + x2)4
)

=
4x(x −

√
3)(x −

√
3)

(1 + x2)3
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Zatem

f ′′(x) > 0 ⇐⇒ 4x(x −
√
3)(x −

√
3) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−

√
3,0) ∪ (

√
3,∞)

Na tej podstawie wnioskuję, że:

(a) funkcja f jest wypukła w przedziałach (−
√
3,0), (

√
3,∞) (ponie-

waż druga pochodna jest dodatnia w tych przedziałach)
(b) funkcja f jest wklęsła w przedziałach (−∞,−

√
3), (0,

√
3) (ponie-

waż druga pochodna jest ujemna w tych przedziałach)
(c) Wykres funkcji f ma punkty przegięcia dla argumentów funkcji
ze zbioru {−

√
3,0,
√
3} (ponieważ druga pochodna zmienia znak

w tych argumentach)

5. Wykres funkcji zostanie naszkicowany na podstawie tabelki przebiegu
zmienności funkcji.

Tablelka przebiegu zmienności funkcji dla x ≤ 0

x −∞ (−∞,−
√
3) −

√
3 (−

√
3,−1) −1 (−1,0) 0

f ′(x) x – – – 0 + +

f ′′(x) x – 0 + + + 0

f(x) 0 −
√
3
2 −1 0

Tablelka przebiegu zmienności funkcji dla x > 0

x (0,1) 1 (1,
√
3)
√
3 (
√
3,∞) ∞

f ′(x) + 0 – – – x

f ′′(x) – – – 0 + x

f(x) 1
√
3
2 0

Szkic wykresu:
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Uwagi końcowe:

� Funkcja ma maksimum w x = 1. Wartość maksymalna funkcji
wynosi f(1) = 1;

� Funkcja ma minimum w x = −1. Wartość minimalna funkcji wy-
nosi f(−1) = −1;

� Punktami przegięcia wykresu funkcji f są następujące punkty na-
leżące do R2: (−

√
3,−
√
3/2), (0,0), (

√
3,
√
3/2). Proszę zwrócić

uwagę na to, że są to punkty postaci (x, f(x)).
� Funkcja f(x) jest nieparzysta, ponieważ

∀x ∈ R f(−x) = −f(x)

Zadanie 1.
Zbadać przebieg zmienności funkcji i narysować jej wykres

f(x) =
x2 − 2x + 2

x − 1

f(x) =
4 − x2

x2 − 1

f(x) =
(x − 2)3

x − 1

Poniżej znajdują się wykresy odpowiednich funkcji. Wykresy te mają posłu-
żyć do sprawdzenia przeprowadzonych analiz.
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