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1 Podstawy

1.1 Gloéwna idea

Whioskowanie statystyczne polega na wnio-
skowaniu o populacji na podstawie proby

POPULA WNIOSKI O POPULACJI

PROBA <WNIOSKI Z PROBY

Populacja
Zbior obiektéow z wyr6zniong cecha (cechami). Obiektami mogq bycé przed-

mioty lub wartosci cechy
Préba
Wybrana cz¢s¢ populacji podlegajaca badaniu. Proba powinna stanowic re-

prezentacje populacyi w tym sensie, ze czestosci wystepowania w probie kazdej
z badanych cech nie powinny sie znacznie rozni¢ od czestosci wystepowania
tych cech w populacji.

Cecha
Wielkos¢ losowa charakteryzujaca obiekty danej populacji
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2 Model statystyczny

2.1 Model dwumianowy

Doswiadczenie Bernoulliego

Doswiadczenie Bernoulliego

Wykonujemy dwuwynikowe doswiadczenie. Wyniki nazywane sa umownie
SUKCES oraz PORAZKA. Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi 6 (porazki:
1-10)

Zmienna losowa
Zmienna losowa X jest wynik doswiadczenia, a doktadniej

X = 1 gdy wynik jest SUKCESEM
10 gdy wynik jest PORAZKA

Schemat Bernoulliego

Schemat Bernoulliego
Doswiadczenie Bernoulliego wykonujemy n krotnie w sposob niezalezny. Zmienng
losowa X jest liczba sukcesow.

Rozklad dwumianowy
Zmienna losowa X ma rozktad B(n,#):

n

Pog(X = k) = (k

)0’“(1—9)“"“, 0<O<1 k=0,1,...,n.

Przyktad
Wadliwo$é procesu produkcyjnego wynosi 10%. Obliczyé prawdopodobien-
stwo, ze na dziesie¢ wylosowanych produktéow beda co najwyzej dwa zte.

Rozwigzanie

Doswiadczenie Bernoulliego: wylosowanie jednego produktu.
Sukces: produkt wadliwy

Porazka: produkt dobry



Prawdopodobienstwo sukcesu: 0.1
Prawdopodobienstwo porazki: 0.9

Rozwigzanie
Schemat Bernoulliego: wylosowanie dziesieciu produktow

X —liczba wadliwych produktéw wérdd dziesieciu wylosowanych produk-
tow.

Prawdopodobienistwo wylosowania co najwyzej dwoch ztych:

Pioo1(X <2) = Pioo1(X =0)+ Pioo1(X =1)+ Pigo1(X =2)

Przyktad
Nie znamy wadliwosci procesu produkcyjnego. Losujemy dziesie¢ produktow
i zliczamy liczbe ztych produktow.

Model statystyczny

X —liczba wadliwych produktow wsrod dziesieciu produktow wylosowanych.
X ={0,1,...,10} - wszystkie mozliwe realizacje zmiennej losowej X
© = (0,1) - wszystkie mozliwe wartosci parametru 6 (prawdopodobien-

stwa sukcesu)

Model statystyczny (X, {Pigs: 0 € ©})
e X — przestrzen proby
e O — przestrzen parametrow

o {Pypp: 0 € O} - rodzina rozkltadéw (w tym przypadku jest to rodzina
rozktadow dwumianowych)

Przyktad
Wiemy, ze wadliwo$¢ procesu produkcyjnego moze wynosié¢ albo 0.1 albo 0.2.
Losujemy dziesie¢ produktow i zliczamy liczbe ztych produktow.

Model statystyczny
X —liczba wadliwych produktow wsrod dziesieciu produktow wylosowanych.

X ={0,1,...,10} - wszystkie mozliwe realizacje zmiennej losowej X

4



© = {0.1,0.2} - wszystkie mozliwe wartosci parametru ¢ (prawdopodo-
biefistwa sukcesu)

Model statystyczny

(X, {Piyp: 00O}

2.2 Model gaussowski

Rozklad normalny

Zmienna losowa o rozktadzie normalnym
Zmienna losowa X ma rozktad normalny N(u,o?):

1 1 (z—p)°
f!wz(x): Wexp{—iT s —OO<$<OO)
E,p2X =p, DX =o0"

=Y

Prawo trzech sigm

P{|X — p| < o} = 0.68268 ~ 0.68 (1)
P{|X — p| < 20} = 0.95550 ~ 0.96 (2)
P{|X — p| < 30} = 0.99730 ~ 0.997 (3)

Przyktad



Zatozmy, ze waga(w kilogramach) wylosowanego noworodka jest zmienna lo-
sowg o rozktadzie normalnym. Jak okresli¢ model statystyczny dla doswiad-
czenia polegajacego na wylosowaniu i zwazeniu noworodka?

Rozwigzanie
e X — waga wylosowanego noworodka
e Zatozenie: X ~ N(u,o?)
o X =(—00,00)
o 0 = (u,0?) — parametr dwuwymiarowy
e © = R x R' — przestrzen parametréow

Model statystyczny

(X, {fuoz = (n,0%) €0}

7

Zwr6éémy uwage na to, ze model jest ,za szeroki”.

X = (0,00) oraz © = R™ x R*?

2.3 Model wyktadniczy
Rozklad wyktadniczy

Zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym

Chcieliby$my, aby:



Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy E(\):

i) = e { T o), eR

Przyktad

Zatézmy, ze czas losowej rozmowy telefonicznej jest zmienng losowa o roz-
ktadzie wyktadniczym. Jak okresli¢ model statystyczny dla do$wiadczenia
polegajacego na wylosowaniu rozmowy i okresleniu czasu jej trwania?

Rozwigzanie
e X — czas trwania wylosowanej rozmowy
e Zalozenie: X ~ E(\)
o X =(0,00)

Model statystyczny
(X, {f)\ A€ R+})

3 Estymatory punktowe
3.1 Estymatory Nieobcigzone

Model statystyczny (X, {Py: 6 € ©})
Niechg:© — R
Zadanie: oszacowa¢ nieznana wartosé¢ g(6)

Estymator wielkoéci ¢(0)
Wybraé takie 0(X7,....X,), aby dla kazdego 0 € ©

Egd(X1,....X,) =0

Ey(6(X1,....X,) — g(6))? = min!

Model dwupunktowy: estymacja parametru ¢



Model statystyczny dla proby Xy, Xs, . .. X, z rozkladu dwupunktowego D(0):
({0, 1}, {Py: 0 €(0,1)}),

gdzie Py(x1, xa,..., T,) = 02i=1%(1 — §)*Xi=1% dla 6 € (0,1).

Zmienna losowa X; przyjmuje wartos¢ 1, gdy wynik i—tego doswiadcze-
nia Bernoulliego koticzy sie SUKCESEM oraz warto$¢ 0 w przeciwnym przy-
padku. Stad rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X; ma postaé

0 dlaz; =1
Py(x;) = ‘ = 0% (1 — )=,
(i) {1—9 dla z; = 0 (1-6)

Z niezalezno$ci zmiennych losowych wynika, ze rozktad prawdopodobienstwa
wektora (X7, Xo,..., X,) ma postac:

Py(z1, @2,..., @) = H Py(a;) = 6= (1 — )iz

=1

Model dwumianowy: estymacja parametru ¢
Niech Xy, Xs,... X, bedzie préba z rozktadu dwupunktowego D(#). Model
statystyczny dla 7= )" | X; ma postaé:

({0,1,....n},{Pp: 6€(0,1)}),
gdzie Py(t) = (1)60'(1 —0)"*, dlat € {0,1,...,n} oraz 6 € (0,1).
e FEyT = n#d, dla kazdego 0 € (0,1)
o DT = nf(1 — 6), dla kaidego 6 € (0, 1)

Whiosek: Zmienna losowa T'/n = %Z?:l X, jest estymatorem nieobcigzo-

nym parametru . Wariancja tego estymatora wynosi @.

Model dwumianowy: estymacja parametru g(6) = 6(1 — 0)
Niech X3, Xo,..., X, bedzie préba z rozktadu dwupunktowego D(6). Niech
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Estymatorem nieobciazonym parametru g(6) jest

. T(n—1T)
T) = ——.
Szukamy takiej funkeji g : {0,1,...,n} — (0,0.25), dla ktérej zachodzi:

E»g(T) = 0(1 — ), dla kazdego 6 € (0, 1).

t; §(t) (Z) v = (1 +0)"

Postaé¢ funkcji g wynika z warunkow:

g(())(g) :O:g(n)(z> oraz g(t)(?) _ (?:12) F=1.2 . n—1

Model Poissona: Estymacja Py(X =0) = e’
Niech Xi, Xs,..., X, bedzie prébg z rozktadu Poissona z parametrem 6.
Oznaczmy

1, jezeli X; =0,

oY, = - ydlajg=1,2,....n
0, jezeli X; > 0.



b T:Z;'lzlyj

Estymatorami nieobcigzonymi parametru g(f) = e~ sa:

o Vi,

o T/n,

° (1 — %)T

Es(Y1)=1-P(Yi=1)+0-P(Y; =0) = Py(X; =0) =e?

Y,
Analogicznie Ey(Y;) =e % dlaj=2,...,n

J
Zatem Eo(T/n) = 1Ey(T) = 13"  Ep(Y;) =137 e =¢*

Ze wzoru na prawdopodobienstwo caltkowite:
Eo(Es(V1|T)) = Eg(Y1) =¢™°

Zatem Ey(Y1|T) jest estymatorem nieobciagzonym parametru e’

pokazaé, ze Ea(Y1|T) = (1 — %)T

Mozna

P{X,=0,T =t}
Py(T = 1)
Z P@{Xlzo,XQZIQ,...,Xn:ZEn}

o+t =t

Ey(Yi|T =t) = P{X, =0T =t} =

Fy(T =1)
Z P@{Xl = O}P@{XQ = Ig} e Pg{Xn = LL’n}

Tot-Frn=t

Po(T = 1)

> 6_0-%6_6~...-%6_9
o zo+-FzTn=t

Py(T =1)

Z 670” ’ wg!?’.ﬁl‘n! 6*971 ’ Qt ) Z :rg!..l.zn!

o zo+-FxTn=t _ o+ FrTn=t
Py(T =1) Py(T =1t)

_ e*“’t_Tf)t (n—1)

Po(T = 1)

10



!
Skorzystalem ze wzoru ma'fl cooalbm = (a1 +. .. +a,) Wystar-
k1+-t+km=t )

czy teraz zauwazy¢, ze T =Y | X; ma rozkltad Poissona z parametrem né.
Zatem podstawiamy
nb)
PQ(T — t) — ( t') e—n@
i po uproszczeniach algebraicznych otrzymujemy

Ey(Vi|T = t) = (1 _ l)t.

n
Podsumowanie
Model Parametr ENMW (Paramer)
Dwumianowy 6 T/n
o T(n—T)
01-0) o ;
Poisona e™? (1-13)

Uwaga: T'= >, X;

Estymatory nieobcigzone o minimalnej wariancji - przyktad

Model gaussowski: estymacja parametrow
Niech

n

1
X:H;Xi

n

Z(Xi —1)?,  p jest znane,
§2 = =1

Z(Xi — X)?, p nie jest znane.

i=1

Estymatory nieobcigzone o minimalnej wariancji - przyktad

Model gaussowski: estymacja parametrow
Zmienna losowa X ma rozklad N (,u, %)
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Zmienna losowa S?/0? ma rozktad chi-kwadrat z v stopniami swobody:

n, 14 jest znane,
UV =
n —1, p nie jest znane.

Estymatory nieobcigzone o minimalnej wariancji - przyktad

Model gaussowski: estymacja parametrow

B ga 7 v+ a >0,
1,0 - v,

)

00, v+a <0,
gdzie K, =T (%) /(22T (42))

2

Estymatory nieobcigzone o minimalnej wariancji - przyktad

Model gaussowski: estymacja parametrow
Jezeli y4 oraz o nie sa znane, to

e ENMW|ul =X

° ENMW[U2] = ﬁSQ

« ENMW[o] = -2
e ENMW [£] = =2
3.2 Estymatory Najwiekszej Wiarogodnosci

ENW: przyklad wstepny

Wykonano 50 rzutéw nieznang moneta i otrzymano 32 orty.
Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia orta w pojedynczym rzucie?

12



ENW: przyklad wstepny

Model statystyczny rzutéw monetg
({0,1,...,50}, {Bin (50,0), 0 € [0,1]})
Prawdopodobienstwo uzyskania 32 ortéw w 50 rzutach

pe(32) = (Zg) 6%2(1 — §)»-32

Dla jakiego 6 uzyskanie 32 ortéw jest najbardziej prawdopodobne?

ENW: przyklad wstepny

1pe(32)
0(32)
0.2 0.4 0.6 0.8

ENW: przyklad wstepny

Zasada wiarogodnosci
Wybraé¢ te wartos¢ parametru 6, dla ktorej uzyskanie 32 ortéw w 50 rzutach
jest najbardziej prawdopodobne

tzn. wartos¢ # maksymalizujaca py(32)

13



Estymatory najwiekszej wiarogodnosci

Wiarogodnosé
Model statystyczny (X, B,{FPy, 6 € ©})
Dla ustalonego x € X wielkos¢

L(0;z) = po(w)

nazywamy wiarogodno$cig parametru 6.

Estymatory najwiekszej wiarogodno$ci

Estymator Najwigkszej Wiarogodnosci
Jezeli przy kazdym ustalonym x € X istnieje § = 6(z) € © takie, ze

A

L(0;x) > L(0;z) (V0 €O),
to odwzorowanie 6 : X — © nazywamy estymatorem najwiekszej wiarogod-
nosci.
Estymatory najwiekszej wiarogodnosci

Twierdzenie ) )
Jezeli h 1 © — © jest funkcja roznowartosciowa oraz 0 jest ENW 6], to h(0)
jest ENWh(0)].

ENW funkcji parametrycznej R R
Jezeli h : © — ©, to ENW/h(0)] okreslamy jako h(0), gdzie 0 jest ENW 0.

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model dwupunktowy: ENW 0]

Zaobserwowano X, = z1,..., X, = x,.
Wiarogodnos¢ parametru 6:

L(O;zy,...,2,) =0"(1—0)"", gdziet = sz
i=1

Znalezé¢ § maksymalizujgce wiarogodno$é (¢ jest ustalone)
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Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model dwupunktowy: ENW0]
0 jest rozwigzaniem réwnania

dL(0;xq, ..., xp)
db

=0

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model dwupunktowy: ENWH]
Zamiast L(0;x1,...,1,) = 0'(1 —0)"" latwiej
LO;z1,...,x,) =log L(0;x1,...,2,)
=tlogd + (n —t)log(l—0)

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model dwupunktowy: ENW 0]

Mamy
dC_t_n—t_O
o 6 1-60
T
ENWI[l] = —
n

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model dwupunktowy: ENWI[O(1 —0)] )
ENWIA(1—0)=60(1-0)
gdzie )
6 = ENWI0]

15



3.2.1 Model Poissona

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model Poissona: ENW|0]
Zaobserwowano X, = xq,..., X, = x,.
Wiarogodnos¢ parametru 6:

)t -
L(e;ifl, S 735n) = %6_(”9), gdzie t = E T;
' " i=1

Znalezé¢ 0 maksymalizujgce wiarogodno$é (¢ jest ustalone)

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model Poissona: ENW[0)]
0 jest rozwigzaniem réwnania

dL(0;xq, ..., x,)

=0
do

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model Poissona: ENW0)]

Zamiast L(0;x1,...,2,) = (n0)!  —(nd

) tatwiej

L(O;zq,...,2,) =log L(O;xq, ..., x,)

= tlogn + tlogf — Zlog(xi!) —n#

i=1

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model Poissona: ENW|0]

Mamy ac t
== _p=0
a0

T
ENWI[f] = —
n



Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model Poissona: ENW[\ = e ~
ENWI[\ = e %(Z ))
gdzie .
) = ENW[0)

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model Poissona: ENWI[A] vs ENMW )]
Ryzyko A = ENW[)]

Rs(\) = Eg(A — \)? = EpA? — 20 Eg) + A2
Ryzyko A = ENMW/[)|
Ri(\) = Ep(A — \)? = D2\

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model Poissona: R;(\)

B3 = i () L oo _ oo i (ot ?y
= exp {—n@ <1 — 6*%)} _ )\n(lfe*%)

e () e (nfeTn )
Eg)\ = Zoe n 0 e =e ZO -
t= t=

= exp {—nQ (1 — e_%>} = \l—e™)

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model Poissona: R;(\)
_2 _1
RS\(A) — )\n(lfe n) 2)\1+TL(176 n) + )\2

Model Poissona: R;(\)



Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model Poissona: R;(\) vs Rg(\)
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3.2.2 Model gaussowski

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model gaussowski: ENW [u] i ENW o]
Zaobserwowano X, = xq,..., X, = x,.
Wiarogodno$é¢ parametru (u, o?):

1 \" I [z —p)\>
L(p, 0% xq, ..., 1,) = exp{§ —=
ot = (1) p{ 22()}

Znalezé [1 1 0?2 maksymalizujace wiarogodno$é

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model gaussowski:ENW[u] i ENW [o?]

(1, 02) jest rozwiazaniem rownania

OL(p,0%521,...,2n)
0 =0
"

OL(s0 1)
do2
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Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad
Model gaussowski: ENW [u] i ENW|[o?

Zamiast L(0;xq,...,,) latwiej

L(p, 0% 21, ..., 2,) =log L(p, 0% 21, ..., 1)

n

1
:—nlog\/27r—glog02—ﬁ (z; — p)°

i=1

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model gaussowski: ENW [u] i ENW 0]
Mamy

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model gaussowski: ENW [u| i ENW|[o?
Otrzymujemy )
ENW[u = X

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model gaussowski: estymacja wariancji
Niech ¢ > 0 oraz

S%(c) = CZ (X; — )_()2
i—1
Ryzyko estymatora S?(c):

o (¢ 05 27)

=1

Dla jakiego c ryzyko jest jednostajnie najmniejsze?
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Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model gaussowski: estymacja wariancji

R, (c; (X, ;‘()2>

c ” (Xi—)_()Q—aQ
= ot [cz(nQ_— 1) — 2¢(n — 1) +1]

2
=FE, .

Estymator Najwiekszej Wiarogodnosci - przyktad

Model gaussowski: estymacja wariancji

2

R, 2(ENMW][c?)) = — 104
on — 1

Ryt (ENW %)) = ==

Estymator o jednostajnie najmniejszym ryzyku

> (- XY

=1

4 Estymacja przedzialowa

Estymacja przedzialowa

Przedzial ufnosci (estymator przedzialowy)

Przedzial ufnosci (estymator przedziatlowy) jest przedziatem o kon-
cach zaleznych od préby, ktéry z pewnym z géry zadanym prawdopodobien-
stwem 1 — a pokrywa nieznang wartos¢ parametru 6:

P{0e(9(Xy,...,X,),0(X1,...., X))} >1—a (V0).

Poziom ufnosci jest to ustalone prawdopodobienstwo 1 — a.

[ustracja estymacji przedziatowej parametru 6 (oznaczonego pionowa nie-
bieska linia) na poziomie ufnosci 1 — «

Populacja z wyrdzniong cechg X
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Nr eksperymentu

Przedzial ufnoéci dla $redniej u w rozkladzie normalnym N (u, 0?)
Wariancja o? jest nieznana
Poziom ufnosci: 1 — «

Przedziat ufnosci

(X —tla;n —1)—, X +t(a;n —1)

S £
V' v

gdzie t(a;n — 1) jest wartoscia krytyczna rozktadu ¢-Studenta o n — 1
stopniach swobody.

t(y;v)
v
v[ 01 005 0025 001
8 1 1.8595 2.3060 2.7515 3.3554
9| 1.8331 22622 2.6850 3.2498
10 | 1.8125 22281 2.6338 3.1690
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Przyktad

Na podstawie proby 1.1, 1.2, 0.8, 0.9, 1.2, 1.3, 1.0, 0.7, 0.8, 1.0 oszacowac
wartoé¢ rednia u rozktadu obserwowanej cechy X ~ N(u,0?), na poziomie
ufnosci 1 — a = 0.95.

Whiosek. Srednia wartosé cechy jest jakas liczba z przedziatu (0.86,1.14).
Zaufanie do tego wniosku wynosi 95%.

1.1+12+---4+1.0
T — :10
. 10

» (zi—1)*=(11-1.0°+---+ (1.0 - 1.0)* = 0.36

0.36
8 = o = 004 s = Vs = 02, #(0.05;9) = 2.2622
0.2
£(0.05;9)—= = 2.2622—= = 0.14

v V10

(1—0.14,1+ 0.14) = (0.86,1.14)

Przedzial ufnosci dla wariancji w rozkladzie normalnym
Srednia g jest nieznana
Poziom ufnosci: 1 — «

Y(Xi = X)X - X)?

3 3

X(gin—1)" x> (1= gin—1)

Y2(a; v) jest stablicowang wartodcia krytyczng rozktadu chi-kwadrat z v
stopniami swobody.

Wartosci krytyczne x*(a;r)

v a

0.975  0.950 0.050 0.025
8| 2.1797 2.7326 15.5073 17.5345
927004 3.3251 16.9190 19.0228

10 | 3.2470 3.9403 18.3070 20.4832
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Przyktad

Na podstawie préby 1.1, 1.2, 0.8, 0.9, 1.2, 1.3, 1.0, 0.7, 0.8, 1.0 oszacowaé
zroznicowanie rozkladu obserwowanej cechy (na poziomie ufnosci 1 — a =
0.95).

IL1+12+---+10

10
D (zi—2)*=(11-1.0°+---+ (1.0 - 1.0)* = 0.36

i

1.0

xr =

Xz(%;n — 1) = x*(0.025;9) = 19.0228

X231 — %;n — 1) = x%(0.975; 9) = 2.7004

0.36 0.36
19.0228’ 2.7004

) = (0.019,0.133)

Whniosek. Wariancja cechy jest liczba z przedziatu (0.019,0.133). Za-
ufanie do tego wniosku wynosi 95%.

Estymacja prawdopodobienstwa sukcesu
Zatozenie: X ~ D(0)

Préba: X, Xo,..., X,

k=" X;(X=01Ilub X =1)

Przedzial ufnosci dla 6 (doktadny)
(B (a/2;k,n—k+1),B7' (1 —a/2k+1,n—k))
B(t;a, B) jest wartoscia dystrybuanty zmiennej losowej beta B(a, ) o

prametrach (o, ), w punkcie ¢ € (0, 1)

T(a+ pB)

B(t;a, B) = W/o 271 —2) da

Ryszard Zielinski

Przedziat ufnosci dla frakeji, Matematyka Stosowana 10, 2009
https://wojtek.zielinski.statystyka.info/Moj_ojciec/public_html/MS090618_Zielinski.pdf
Estymacja prawdopodobienstwa sukcesu

0 = k/n — oszacowanie punktowe
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Przedziat przyblizony

0(1 —80) - 0(1—46
s [ 6( )79+4“_% [6( )
n n

Kwantyle u,, rozktadu normalnego N (0, 1)
a | 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
0.96 | 1.7744 1.7866 1.7991 1.8119  1.8250
0.97 | 1.9110 1.9268 1.9431 1.9600 1.9774
0.98 | 2.0969 2.1201 2.1444 2.1701  2.1973
0.99 | 2.4089 2.4573 2.5121 2.5758  2.6521
Na przyktad ugg75 = 1.96 Populacja 1, cecha X;
Populacja 2, cecha X5
Oznaczenia
Préby: X117 e 7X1n1; Xgl, N ,X2n2
. Zl(Xz'j X;)?
= =N X. 2 _ 1=
T Z R n; — 1
J=1
> (X — X1)? + Z(X2] X,)? .
niy + ng — 2 ny

Ocena réznicy miedzy Srednimi p; — po
Ocena punktowa: X; — X5

Zalozenia:

1. X1 ~ N(uy,02), Xo ~ N(ugz,03)

2. X1, X5 sa niezalezne

2 _ 2
3. 0] = 05

Przedzial ufnosci (poziom ufnosci 1 — «)

(X1 — Xy —tla;ng +ny —2)s,, X1 — Xo + t(a;ng +ny — 2)s,)
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Przyktad. Z dwdéch populacji pobrano préby: 60, 62, 65, 63, 60 oraz 58,
53, 57, 56, 61. Ocenié¢ réznice srednich.

5
5731 = 62, Z('xh — .f'l)2 = 18, j2 - 577 Z(sz - :Z.2>2 =34
i=1 i

18434 (1 1
R (S
o 5+5—2<5+5)

£(0.05;8) = 2.3060; £(0.05: 8)s, = 3.72
(62 — 57 — 3.72,62 — 57 + 3.72) = (1.28,8.72)

Whniosek. Réznica srednich jest liczba z przedziatu (1.28,8.72) Ocena
roznicy frakcji p; — po

Zalozenia: X1 ~ D(p1)7 X2 ~ D(pg)
Cechy X1, X, sa niezalezne

Préba 1: X11,X12, c. aXlnl (Xlz =0 lub ].)
Préba 2: Xgl,XZQ, e 7X2n2 ()(2Z =0 lub 1)

k1= Z?:H Xy
ky = Zzl Xo;

P S S s W
Ocena punktowa: p; — ps = el

Przyblizony przedzial ufnosci (poziom ufnosci 1 — «)

A . h(1 —p 5 (1 — 5
p1—p2iu1_g\/p1( - p1) +]92( > Pa)
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5 Weryfikacja hipotez

5.1 Rodzaje bledéw
Weryfikacja hipotez statystycznych

Biad I rodzaju
Btad wnioskowania polegajacy na odrzuceniu hipotezy, gdy w rzeczy-
wistosci jest ona prawdziwa.

Biad II rodzaju
Blad wnioskowania polegajacy na nieodrzuceniu hipotezy, gdy w rze-
czywistosci jest ona falszywa.

Decyzja o hipotezie
Hipoteza | nie odrzuci¢ | odrzucic¢
prawdziwa || prawidtowa btedna
fatszywa btedna prawidtowa

Btad I rodzaju kontroluje sie przez zadanie matej wartosci dla poziomu
istotnosci. Poziom istotnosci jest to gérne ograniczenie prawdopodobien-
stwa popelnienia btedu I rodzaju.

Btedu II rodzaju nie mozna kontrolowa¢ w taki sposob, jak btad I ro-
dzaju. W praktyce nie wiadomo, ile doktadnie wynosi prawdopodobienstwo
popetnienia tego bltedu.
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5.2 Poréwnanie z norma

Poréwnanie $redniej z norma
Cecha X ma rozklad normalny N(u,o?)

Srednia  oraz wariancja o2 sg nieznane
Ho: = pio
Test Studenta (poziom istotnosci «)

Proba: X4,...,X,

Statystyka testowa

Jezell |temp| > t(c;n — 1), to hipoteze¢ odrzucamy.
Poréwnanie zré6znicowania z norma

Cecha X ma rozktad normalny N (u,0?)
Srednia p oraz wariancja o? sg nieznane

L2 2
Hy:0" =0,

Statystyka chi-kwadrat (poziom istotnosci o)
Proba: Xq,...,X,

Statystyka testowa xZ,, = ~———
Wartosci krytyczne x*(1 — $;n — 1), x*($;n — 1)

Jezeli x2,, < x*(1 = §;n—1) lub x2,, > x*(§;n — 1) to hipoteze H :

2 _ 2
0 = oj odrzucamy.
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Poréwnanie frakcji z norma
Cecha X ~ D(p)
p nie jest znane

Statystyka testowa

Wartos¢ krytyczna: uj—g

Jezell |Uemp| > u1—g, to hipotez¢ odrzucamy.

5.3 Poréwnanie dwéch populacji

Poréwnanie $rednich
Cecha X ma rozktad normalny N (u1,0%)
Cecha X ma rozklad normalny N (u2, o3)
Srednia j; oraz wariancja o? sg nieznane
Srednia [lo OTaz wariancja os sq nieznane

0% = 03
Ho:py = po
test t—Studenta
X, — X
tomp = g

Warto$¢ krytyczna t(a;ng + ng — 2)
Jezell |temp| > t(ca;n1 + no — 2), to hipoteze Hy : py = pe odrzucamy

Poréwnanie frakcji
Cecha X; ma rozklad dwupunktowy D(p,)
Cecha X5 ma rozktad dwupunktowy D(ps)

Hy: pr=po
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Statystyka testowa

gdzie
R ko (k1 + k2)

n_17 p2:n_27 b= <n1+n2)

Jezeli |temp| > U1_q/2, to hipoteze Hy : py = p, odrzucamy

p1 =

5.4 Okreslenia
Pojecia

Model statystyczny
(X, {Pg, 0 c @})

Hipoteza statystyczna
Podzbiér © zbioru ©.
Oy nazywamy hipoteza zerowa
©, = 0\ O nazywamy hipoteza alternatywna

Pojecia
Hipoteza prosta

Zbior O jest jednoelementowy

Hipoteza zlozona
Zbiér ©y ma wiecej niz jeden element

Zapis klasyczny
H0:9€@0 H1:(9661

Pojecia
Test statystyczny

Procedura statystyczna, w wyniku ktorej podejmujemy jedna z dwoch decy-
7ji:

e odrzucic¢ hipoteze zerowq H

e nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Hy
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Pojecia

Test statystyczny
Test hipotezy Hy utozsamiamy z funkcja ¢ : X — {0,1}

1 odrzucié¢ H
ox) = { y

0 nie odrzucaé¢ H,

Obszar krytyczny
{r e X :¢(x)=1}

Pojecia

Zrandomizowany test statystyczny
Funkcja ¢ : X — [0, 1]

=1 odrzuci¢ H

na podstawie niezaleznego od X mecha-
é(z) < € (0,1) nizmu losowego odrzuci¢ H, z prawdopodo-
bienstwem ¢(x)

=0 nie odrzucaé¢ Hy

Pojecia

Btlad I rodzaju
Blad polegajacy na odrzuceniu hipotezy zerowej Hy, gdy w rzeczywistosci
jest ona prawdziwa.

Poziom istotnosci
Niech a € (0,1). Test ¢ jest na poziomie istotnosci «, jezeli

Epp(X) = Pp{o(X) =1} < a, V8 € g

Rozmiar testu

sup Eyp(X) = sup Fp{¢(X) = 1}
J=IS) 0€6g
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Pojecia
Biad II rodzaju

Btad polegajacy na nieodrzuceniu hipotezy zerowej Hy, gdy w rzeczywistosci
jest ona falszywa

Moc testu
©1 € 0 — Epd(X) = Pp{o(X) = 1}

6 Hipotezy proste

6.1 Lemat Neymana—Pearsona

Lemat Neymana—Pearsona

Zalozenia
Niech Py, oraz Py, beda rozkladami prawdopodobienstwa o gestosciach fj i
f1. Niech « € (0,1) bedzie ustalong liczbg

Lemat Neymana—Pearsona

Istnienie testu
Istnieja takie state t 1 v, ze

1, gdy fi(z) > tfo(x)
o(x) =4~ gdy fi(z) =tfo(z)
0, gdy fi(z) <tfo(z)

jest testem hipotezy Hy : 8 = 0 przeciwko H; : 6 = 6 na poziomie istotnosci
a, tzn.

(%) Egd(X) =

Lemat Neymana—Pearsona

Dostatecznosé
Jezeli test ¢ spelnia warunek (x) i dla pewnego ¢ warunek

{1, gdy fi(x) > tfo(x)

(+%) YD =10, ady filx) < thi)
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to ¢ jest testem najmocniejszym na poziomie istotnosci

Koniecznosé
Jezeli ¢ jest testem najmocniejszym na poziomie istotnosci «, to spetnia on
warunek ()

6.2 Model dwupunktowy

Hipotezy proste - przyktad

Model dwupunktowy: Hj:0 =06y vs H, : 0 = 0
Niech 0y < 01 € (0,1). Model statystyczny

{{0,1,...,n},{B(n,0),0 € © ={6p,6,}}}

H02(9:(90 H1:9:(91

poe) = ()50 = a0y
)@f(l —6;)" "

Hipotezy proste - przyktad

Model dwupunktowy: Hj:0 =060y vs H, : 0 = 0
Konstrukcja testu ¢(x)

o(r)=1 & J;;Ei; >t & {Hr >t{1—90r

Obszar krytyczny: {z > k}

Hipotezy proste - przyktad

Model dwupunktowy: H,:0 =6y vs H, : 0 = 60
Obszar krytyczny: {z > k}
Stata k dobrana jest tak, ze

Egoqb(X) = P@O{X > k)} <«
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Hipotezy proste - przyktad

Model dwupunktowy: Hj:0 =060y vs H, : 0 = 0
Niech n = 100, 5 = 0.05, 6; = 0.15, a = 0.05

k | 8 9 10 11

Poos{z > k} \ 0.06309 0.02819 0.01147 0.00427

Test niezrandomizowany

1, jezelix >9,

¢lz) = {0, jeseli 2 < 9.

Rozmiar testu: Ppgs{z > 9} = 0.02819
Btad II rodzaju: FPyi5{z < 9} = 0.05509

Hipotezy proste - przyklad

Model dwupunktowy: Hj:0 =60y vs H, : 0 = 0
Niech n = 100, #; = 0.05, #; = 0.15, « = 0.05

k | 8 9 10 11

Poos{z >k} | 0.06309 0.02819 0.01147 0.00427
Pyos{z =k} | 0.06487 0.03490 0.01672 0.00720

Test zrandomizowany

1, jezelix > 9
o(x) = < 0.62495, jezeliz =9
0, jezeli x < 9

Hipotezy proste - przyktad

Model dwupunktowy: H,:0 =46y vs H, : 0 = 6,
Rozmiar testu zrandomizowanego

P0.05{ZE > 9} + 0.62495 - P0.05{33 = 9}
= 0.02819 4 0.62495 - 0.03490 = 0.05
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6.3 Jednostajny vs Beta

Hipotezy proste - przyktad

H,:U(0,1) vs H, : B(a,b)
Niech a,b > 1. Model statystyczny

{(0,1),{U(0,1), B(a, b)}}
H,:U(0,1) vs Hy : B(a,b)

fo(z)

I
—_
—

—~
(=]
=
=
—~
&
S~—

Hipotezy proste - przyktad
H() : U(O,l) Vs Hl : B(a, b)

o(a) = 15 110

fo()
Obszar krytyczny: {zg < z < x1}

>te a1 —o)t >t

Liczby xg, x1 dobrane sg tak, ze

E90¢(X) = PU(O,l){Io <X < =T1} <«

Hipotezy proste - przyktad
H,:U(0,1) vs Hy : B(a,b)

a—1 b—1 a—1 b—1
zg (1 —xo)" = a7 (1 —a1)
Poniewaz 1 = xg + a, wiec

zo+al” 1 =20 —a b71_1
o 1—1‘0 N

34



Hipotezy proste - przyktad
H() : U(O71) Vs Hl : B(a, b)

Zo T
0.47500 0.52500
0.30865 0.35865
0.22556  0.27556
0.64135 0.69135
0.47500 0.52500
0.37517 0.42517
0.72444 0.77444
0.57483 0.62483
0.47500 0.52500

= R WOW WD NN
=N W WD

7 Hipotezy zlozone

7.1 lloraz wiarogodnosci

Hipotezy zlozone

Problem
(X, {P, 0 € ©})

H0:6€@0V5H1:9€@1
H, i/lub H, zlozone

Hipotezy zlozone

Iloraz wiarogodno$ci (1)
sup fo(x)

[4S(SH
)\ T = ———
(=) sup fo()
[ASSH

Iloraz wiarogodnosci (2)
sup fy(x)
)\([lf) — 0O

sup fo(z)
[USCH
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Hipotezy zlozone

Test
1, gdy A(z) >t
o(x) =7 edy Az) =t
0, gdy A(z) <t

Dobér statej ¢

up Byo(X) < a
[AS(SH

7.2 Model dwupunktowy

Hipotezy zlozone - przyktad

Model dwupunktowy: Hj: 0 < 6y vs Hy : 60 > 0,

Niech 0y € (0,1). Model statystyczny
{{0,1,...,n},{B(n,0),0 € © =(0,1)}}

Hy:0<6yvs H :0 >0,

n

) = () - o

X

Dla danego x
=t = () G (-3

Hipotezy zlozone - przyktad
Model dwupunktowy: Hj: 0 < 6y vs Hy: 60 > 6,

ap fowy = LB G (1=2)"7 eseli £ < 0,
seoy T (85— 60, jeicli £ > 6,

)8 —6)m, jezeli £ <6y,
g = {(Z) (£)"(1=2)"", jezeli £ > 6,



Hipotezy zlozone - przyktad

Model dwupunktowy: Hy: 60 < 6y vs Hy : 60 > 0,
(2)05(1 — 0o)"* .
sup fo(z) o~ a —=» Jezell £ < 6o,
Moy = o ) Q)G (1=5)
sup fol) () G) (0-3) jereli £ > 0.
()05 (1 = Op) "

Hipotezy zlozone - przyktad

Model dwupunktowy: Hj: 0 < 0y vs Hy : 6 > 0,
A(z) jest rosnaca ze wzgledu na x

Mz)>te o>k
Dobor statej k

sup Pp{X >k} = P {X >k} <«
6<8,

7.3 Model gaussowski

Hipotezy zlozone - przyktad

Model gaussowski: Hy : = g vs Hy : i # o
Niech po € R. Model dla préoby X = (X3, Xo, ..., X,):

(R*, {N (ul,,0°L,), 0 = (p,0%) € R x Ry })

O =RxRi Oo={m} xRy O1=(R\{m}) xR+
Hy:p=po vs Hy: pu # pio

fuo(x) = (a 127r>nexp {_%g (xi;uy}
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Hipotezy zlozone - przyktad

Model gaussowski: Hy: p = g vs Hy @ # o

1 n
S f0(0) = fuoa(e) = (5= ) e {~3}
57 = % (Xi — M0>2

Hipotezy zlozone - przyktad
Model gaussowski: Hy : = pg vs Hy : j1 # g

[loraz wiarogodno$ci

Supfu,a (JI)

- Sm ()

(ASSH)

X)) \?
Zi:l(Xi - X)
Hipotezy zlozone - przyktad
Model gaussowski: Hy: = pg vs Hy : ju # po

pz) =1 Az) >t e Zz(f); ’iO);QQ > !

Dobér statej t/
EH0¢(X) =
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Hipotezy zlozone - przyktad
Model gaussowski: Hy : = g vs Hy @t # o

e jezeli Hy jest prawdziwa, to

_ (X — up)?
Vi~ o) ~ N(O.0%) eyt "I
e dla wszystkich § € ©
]_ - S\ 2 2
- .
i=1

e Xoraz ) (X;— X)Q sg niezalezne

Hipotezy zlozone - przyktad
Model gaussowski: Hy: = g vs Hy @ # po
Jezeli hipoteza H, jest prawdziwa, to
n(X — po)? _
ﬁ Z?:I(Xi - X)?

~ Fl,nfl

Hipotezy zlozone - przyktad
Model gaussowski: Hy: p= g vs Hy @ # po
Hj jest odrzucana na poziomie istotnosci «, jezeli
n(X — po)? _
% Z?:1(Xi - X)?

(*) > Flojn—l

Poniewaz t, = \/F} ., wigc (%) jest rownowazne

*) NG

Test (&) nazywa si¢ testem Studenta
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7.4 Moc testu
Moc testu

Okreslenie
©1 3 0 = Epp(X) = P{p(X) =1}

Moc testu - przyktad

Model gaussowski (0? znana): Hy: pu < uo vs Hy @ > p
Niech py € R.
(R", {N (,uln,UQIn) ,0=pe R})

©=R @0: (_Oohu0> @1 = (M(]?OO)
Ho:p < povs Hy:p> po

Obszar krytyczny testu

X — o
o

\/H > Ul—q

Moc testu - przyktad

Model gaussowski (0? znana): Hy: pu < pg vs Hy @ > pp
Niech p > py. Prawdopodobienstwo odrzucenia H)

X —
P#{ MO\/E>U1_Q} =

g

a _
PH{ B/n>u,—H ’“\/ﬁ}:
g

g
1—¢(u1_a—“_“0\/ﬁ)
g

Moc testu jest zalezna od (u — pg)/o
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7.5 Licznos$¢ préby
Licznosé préby
Model gaussowski (02 znana): Hy: u < jug vs Hy : pu > pg

Niech (p — po)/o = xo bedzie dana liczba. Powiedzmy, Ze interesuje nas
osiagniecie dla tej wartosci mocy co najmniej . Szukamy takiego n, ze

1 —®(uy_o — 10/n) > 7

Rozwigzanie:
Ul—a — l’o\/ﬁ < Ul —

2
Ul—q — U=
n>|— -7
Zo

Stad

minimalne n

Zo 0.6 0.7 0.8 0.85 0.9 0.95
0.01 || 48987 | 61720 | 78488 | 89783 | 105073 | 129946
0.1 489 617 784 897 1050 1299
0.2 122 154 196 224 262 324
0.3 o4 68 87 99 116 144

0.4 30 38 49 26 65 81
0.5 19 24 31 35 42 o1
0.6 13 17 21 24 29 36
0.7 9 12 16 18 21 26
0.8 7 9 12 14 16 20
0.9 6 7 9 11 12 16
1 4 6 7 8 10 12

8 Testy JNM w modelach z monotonicznym
ilorazem wiarogodnosci

Pojecia
Model statystyczny
Rozpatrujemy model statystyczny

(X, {F, 0 €0})
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w ktorym O jest pewnym przedziatem na proste;j.

Rodzina rozkladéw z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci

{Py, 0 € O} jest rodzina z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci, jezeli ist-
nieje taka funkcja T'(z), ze jezeli @ > 0, to iloraz py (x) /pe(x) jest niemalejaca
funkcja T'(z).

Przyktady
e Rodzina rozktadow dwumianowych

{Bin(n,0), 6 € (0,1)}

e Rodzina rozktadow jednostajnych

{U(0,0) : 6 >0}

e Jednopametrowe rodziny wyktadnicze z gestosciami

po(z) = exp{c(6)T (x) — b(0)} - h(z)

Twierdzenie Karlina i Rubina
Niech (X, {Py, 0 € ©}) bedzie rodzina rozktadéw z monotonicznym ilorazem
wiarogodnosci wzgledem funkcji 7.

1. Dla testowania hipotezy Hy : 6 < 6y, przy alternatywie Hy : 6 > 6,
istnieje test JNM, okredlony w nastepujacy sposob:

1, gy T(x) > C.
(*) d(z) =97, gdy T(z)=C,
0, gdy T'(z) <C,

gdzie state C' i v sa wyznaczone z warunku

() Egd(X) = ov.

2. Funkcja
B(0) = Egp(X)
jest rosnaca w kazdym punkcie 6, w ktérym [S(theta) < 1.
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4. Dla kazdego ¢ test okreslony warunkami (%) oraz (k%) jest testem JNM
dla testowania Hy : 6 < 6,, przy alternatywie Hy : 6 > 6,, na poziomie
istotnosci o/ = 5(¢').

5. Dla dowolnego 6 < 6 test ten minimalizuje 3(#) (prawdopodobiefistwo

bledu pierwszego rodzaju) wérdd wszystkich testéw spetniajacych (s:)

Whniosek
Jezeli (X, {Py, 6 € ©}) jest rodzing wyktadnicza o rozkladzie

po(x) = exp{c(0)T () — b(0)} - h(x)

i jezeli c¢(0) jest funkcjg rosnaca, to test JNM hipotezy Hy : 0 < 6, wobec
H, : 0 > 6y ma postac

1, gdy T'(z) > C,
(%) ¢(z) =97, edy T(z)=C,
0, gdy T'(x) <C,

gdzie state C' i v sa wyznaczone z warunku
Ea$(X) = a.

Jezeli ¢(0) jest funkcja malejaca, to w definicji testu ¢ znaki nieréwnosci
zmieniaja si¢ na przeciwne.

Przyktady, w ktorych mozna zastosowac wniosek

e Niech Xi, Xs,..., X, bedzie préba z rozktadu N (u,1). Weryfikujemy
hipoteze Hy : p < 0 wobec hipotezy alternatywnej Hy : u > 0, na
poziomie istotnosci « € (0, 1).

e Niech X;, Xy, ..., X, bedzie préba z rozktadu E()). Weryfikujemy
hipoteze Hy : A < Ay wobec hipotezy alternatywnej H; : A > Ag, na
poziomie istotnosci € (0,1). W tym przyktadzie Ay jest ustalona
wartosciag dodatnig.
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9 Elementy teorii podejmowania decyzji

Wprowadzenie

Przyktad

Kupujemy 10 uzywanych samolotéw. Pewna nieznana ich ilo$¢ # moze lataé
1000 godzin bez naprawy i kazdy z nich daje zysk 1000z. Kazdy z pozostatych
bedzie wymagat naprawy co da strat¢ w wysokosci 1000q. Przed podjeciem
decyzji za cene 1000r mozna na 1000 godzin wypozyczy¢ jeden z samolotéw
i decyzje uzalezni¢ od jego zachowania. Przeanalizowaé problem i wybraé

najlepsze postepowanie.

Decyzje:

d, = kupi¢ samoloty

ds = nie kupowac¢ samolotoéw

Bierzemy samolot na probe:

x1 (wynik préby OK)

x9 (wynik préby nie OK)

Py(z1) = 6/10

Py(z2) = 1—6/10

Model statystyczny

{{0,1},{D(6/10),0 € © ={0,1,...,10}}}

Funkcja straty

L(dy,0) =r—0z+ (10 —0)q
L(dy, ) = r dla wszystkich 0

Postepowania (reguty decyzyjne) Wybraé najlepsza regute decyzyjna! B

T

T2

01
02
03
04

nie kupowaé

kupié
kupié

nie kupowaé

nie kupowac
kupié¢

nie kupowac
kupié
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Definicje
Model statystyczny
{X,{P:0€0}}

1. Zbiér obserwacji X

2. Zbior stanéw natury ©

3. Zbior decyzji D

4. Funkcja straty L(d,0): D x O — R

5. Reguta decyzyjna 6 : X — D

6. Ryzyko regulty 6: Rs(0) = Ep{L(6(X),0)}

Zadanie: znalez¢ regute 6 ,optymalizujaca’ ryzyko
Optymalizacja:
1. jednostajna minimalizacja ryzyka
2. zasada minimaksu

3. regula Bayesa

Estymacja
1. Zbioér decyzji D=0 =R
2. Funkcja straty L(d,0) = (d — 0)?
3. Reguta decyzyjna 0: estymator parametru 6

4. Ryzyko reguty d: btad sredniokwadratowy

Jezeli ograniczymy sie do takich regut 4, ze
Epd(X) =0, Vo € O

to reguta jednostajnie minimalizujgca ryzyko jest ENMW.
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hcO, 06,

Weryfikacja hipotez
1. Zbior decyzji
D ={d ={0 € Oo},do ={0 & Oo}}
2. Funkcja straty L(d,0)

3. Regula decyzyjna d: test ¢

4. Ryzyko regulty §: prawdopodobienstwo btednego wnioskowania

Jezeli ograniczymy sie do takich regut 6, ze
Eg&(X) <a, Vo € O,

to reguta jednostajnie minimalizujgca ryzyko jest testem jednostajnie
najmocniejszym.

Optymalizacja

1. Jednostajna minimalizacja ryzyka

Znalezé takg regule ¢, ze jezeli 0’ jest jakgkolwiek inng regutly, to

R(;(Q) < Ry(&) Vo € ©

2. Zasada minimaksu

Znalezé taka regule §, ze jezeli 0’ jest jakakolwiek inng reguty, to

max Rs5(0) < max Rs/(0)
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3. Zasada Bayesa
Znalez¢ taka regute 9, ze jezeli ¢ jest jakakolwiek inng reguty, to

/ Ry(0)T1(d6) < / Ry (0)T1(d0)

S}

gdzie II jest takag miarg na zbiorze O, ze f@ I1(df) =1

Przyktad, cd. — Ryzyko reguly decyzyjnej
r1 = proba pozytywna x, = proba negatywna
Reguta d;: 01(z1) = do 01(z2) = do
Rs, (0) =7
Reguta 0s: do(z1) = dy do(g) = dy
Rs,(0) =7 —0z+ (10 — O)q
Reguta 053: d3(z1) = dy d3(w2) = do

Rs,(0) = 1%{7“ —0z+ (10 — O)q} + {1 — 1%] r

Reguta d4: da(x1) = do dy(x0) = dy

Rs,(0) = %r + [1 - %} {r—0z+ (10 — 0)q}

; ; ; ; ; : ‘ : o]
1 2 3 4 5 6 7 9 10

Zasada minimaksu
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2=02 ¢q=03 r=0.1
91 : maxy Rs, (6) = 0.1

dy : maxyg Rs,(0) = Rs,(0) = 3.1
53 . Inaxy R(;B(G) = R53 (3) = 0.55
(54 . InaXxy R54 (9) = R54(O) =3.1

Zasada bayesowska
P{0=1i}t=p;, i=0,1,2,...,10
10

Srednie ryzyko reguly § = Z Rs(0 = i)p;
i=0

1
Plo=i} =1, i=012...10

srednie ryzyko
z2=020 2z=0.20 z2=0.20
q=030 ¢g=0.05 ¢=0.50
r=0.10 r=0.10 r=0.01
01 0.10 0.100 0.10
09 0.60 -0.650 1.60
03 -0.15 -0.525 0.15
04 0.85 -0.025 1.55
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10 Statystyka bayesowska

Elementy statystyki bayesowskiej
Model statystyczny
{X. {1 :0€0}}

Rozktad a priori
Rozktad prawdopodobienstwa II na zbiorze ©

Oznaczenia
Rozktad Py oznaczaé¢ bedziemy P(-|0), a jego gestosé¢ przez p(-|0). Gestosé
rozktadu a priori oznaczaé bedziemy przez 7(-).

Rozktad a posteriori

7(0)z) = 7(0)

Estymacja bayesowska
1. Funkcja starty: L(6,0)

2. Ryzyko bayesowskie:

L

=
&
=
=
0
=
QL
=
| I
A
D
SN—
Q,
D
Il

Estymator bayesowski minimalizuje
/ L(6(z),0)x(0|x)do
]

3. Jezeli L(é, 0) = (é — 0)?, to estymatorem bayesowskim jest warto$¢
oczekiwana rozktadu a posteriori
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Bayesowskie testowanie hipotez
1. Zbiér decyzji
D = {dl == {9 == 91},d2 == {0 = 92}}

2. Funkcja straty L(d,0)

0=60, 0=20,
di | Ln Lyo
dy | Loy Lo

3. Rozktad a prior:
P{9:91}:7r1 P{9:92}:7r2 7T1+7T2:1
4. Oczekiwana strata a posteriori reguly 0 (tzn. [y L(0(z),0)n(6|z)d6)

§(x) = dy ~ mp(x|6h) L1y + mop(x|62) L2
§(x) = dy ~ mp(x|6h) Loy + map(x|62) Lao

5. Reguta bayesowska: obszar przyje¢ decyzji d

" ) p(x]02) m1[La1 — L]
{ € p(.213|91) ~ 7T2[L12 - LQQ]}

Przyktad: model dwumianowy
Model pojedynczej obserwacji X:

({0,1},{D(0), ¢ € [0,1]})
Rozklad a priori U(0,1): w(0) =1 (0 € [0,1])

Rozklad a posteriori (n = 1)

P(1) = /01 P(110)7(0)do = /01 0do =

P(0) = /01 P(0]0)m(0)d6 = /01(1 —0)dh = %
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B

=
S
N—
S
—~
SN
S—

(0] = S =20
(6]0) = P(‘;L?O?(@) —2(1—0)

Przyktad: model dwumianowy
Rozklad a posteriori (n = 2)

P(2) = / (110)%7 d9_/ 82d9_
P(l)ZQ/l P(110)p (0|9)()9—2/ 0(1 — 6)do = =
P(0) :/0 P(0|0)*7(6)d6 :/0 (1—0)%do :%

P(1]0)*x(0) 2
m(6]2) = PR = 30
P(116)P(0]6)7(6)
7(0]1) = 0 —30(1 - 0)
_ P(0]0)*n(6) 2
7(010) = —pgy— =301-9)

Przyktad: model dwumianowy
Rozktad a posteriori (n)

Pk = (”) /0 PO P(OJ9)™ (06

1
n k n—k 1
= 1— —
(k)/o 1= oyds n+1

_ () P(11e) P(0]8)" " (6)
P(k)

=(n+1) (Z) ok (1 — )n*

* kK

Lo o1, L(a)I'(b) L. 1 mli!
/Oa: (1—ux) dx——F(a+b)’ /Ox (1—:c)d:c_—(m+l+1)!
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Przyktad: model dwumianowy
Estymator bayesowski

(k) = /01 o7 (0|k)do

=(n+1) <Z) /01 O (1 — 6)" " df

n\ (k+ 1)!(n —k)!
= (n+ 1)<k) (n+2)!

_k—i—l
Cn+2

Niech 6, < 03 € (0,1). Model statystyczny

{{0,1,...,n},{B(n,0),0 € © ={0,05}}}
Zbior decyzji
D={di={0=01},d2 = {0 = 62}}

Bayesowski obszar przyje¢ decyzji ds

) p(x|62) _ m[Loy — L)
{x € p(x]6) g o[ Lo — Lzz]}

QI;(]_ — 92)"*’“
BE(L— )

i=oa] o [=a)

> 5

Reguta bayesowska

log [1:31]
k>n e
log [g—j] + log [1:3;

] + log~y

Niech m; = m9 = 0.5. Funkcja straty L(d, 6)
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dy 0 1
dy 1

Reguta bayesowska

log [ 142
log [z—ﬂ + log [%]

Ryzyko reguty: prawdopodobienstwo btednej decyzji

k>n

* kK

Niech n = 100, ¢, = 0.05, 6, = 0.15
Decyzja ds, jezeli k > 9.19
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