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1 Pojecia statystyczne

1.1 Populacja, préba, cecha

Pojecia

Statystyka

Nauka poswiecona metodom badania (analizowania) zjawisk masowych; po-
lega na systematyzowaniu obserwowanych cech iloSciowych i jakosciowych

oraz przedstawianiu wynikéw w postaci zestawien tabelarycznych, wykresow,
itp.; postuguje sie rachunkiem prawdopodobienstwa.

Statystyczna analiza danych
Etap badania statystycznego polegajacy na wykrywaniu — przy uzyciu od-
powiednich metod — prawidtowosci ksztattowania sie zjawisk statystycznych
oraz zwigzkow 1 zaleznosci miedzy nimi, a takze na interpretacji wynikow
badan i formutowaniu wnioskow.

Populacja
Zbiér obiektéw z wyrdzniona cecha (cechami).Obiektami moga byé¢ przed-
mioty lub wartosci cechy

Préba

Wybrana czes¢ populacji podlegajaca badaniu. Préba powinna stanowic
reprezentacje populacji w tym sensie, ze czestosci wystepowania w probie
kazdej z badanych cech nie powinny si¢ znacznie r6zni¢ od czestosci wyste-
powania tych cech w populacji.

Cecha
Wielkos$é charakteryzujaca obiekty danej populacji

Cecha niemierzalna (jakosciowa)
Cecha przyjmujaca wartosci nie bedace liczbami (np. kolor, pleé,smak)

Cecha mierzalna (ilo$ciowa)
Cecha przyjmujaca pewne wartosci liczbowe (np. dtugosé, wytrzymalosé,
ciezar)

e mierzalna skokowa — zwana tez dyskretng — nie przyjmuje wartosci
posrednich (np. ilosé bakterii, iloS¢ pracownikéw, ilos¢ pasazeréw, ).



e mierzalna ciagla — przyjmuje wartosci z pewnego przedziatu liczbo-
wego (np. wzrost, waga, cisnienie, czas obstugi)

1.2 Skale pomiarowe

Skale pomiarowe.

e Skala nominalna. W nominalnej skali pomiarowej wartosci liczbowe
sg uzywane jako etykiety dla grup lub klas. Obiekty sa rozrézniane za
pomocy przyporzadkowanych im wartosciom. Interpretacja wartosci
polega zatem na zidentyfikowaniu klasy lub grupy, do ktérej obiekt
nalezy. Np. 1-mezczyzna, 2-kobieta.

e Skala porzadkowa. W porzadkowej skali pomiarowej obiekty moga
by¢ uporzadkowane wedtug rozmiaru lub znaczenia. Obiekty moga by¢
uporzadkowane wedtug przypisanych do nich wartosci. Np. przypo-
rzadkowujemy mréwcee 1, stoniowi 2, wielorybowi 3, chcac wyrazi¢, ze
najmniejsza to mrowka, a najwiekszy to wieloryb. Réwnie dobrze mo-
zemy przyporzadkowaé inne wartosci, np. —6, /2, 2m.

e Skala przedzialowa. W skali przedzialowej warto$c zero jest przypo-
rzadkowana dowolnie wybranemu obiektowi (takze klasie lub grupie).
Np. kobietom przypiszemy wartos¢ 0, a mezczyznom 20 chcac wyra-
zi¢ to, ze mezczyzni sa Srednio wyzsi od kobiet o 20 cm. Nie mozemy
jednak wtedy stwierdzi¢, o ile procent mezczyzni sg wyzsi od kobiet.

e Skala ilorazowa. Jesli powiemy, ze wyniki dwoch pomiaréw zapisa-
lismy w skali ilorazowej, to mozemy zinterpretowac ich stosunek. Np.
wzrost Ani 1, a Zosi 2. Zatem Zosia jest dwa razy wyzsza od Ani. Na-
dal jednak mozemy powiedzieé, ze Zosia jest wyzsza od Anio2—1=1
(o jedna jednostke, ktéra przyjelismy).

2 Parametry statystyczne
2.1 Parametry populacji

Parametry populacji



Mediana badanej cechy to wartos¢, ktéra dzieli populacje na dwie czedci.
Potowa obiektéw w populacji ma ceche o warto$ci ponizej mediany, a
polowa powyzej.

Kwartyl dolny badanej cechy to wartos$é, ktéra dzieli populacje w stosunku
1:3. Jedna czwarta obiektow w populacji ma ceche o wartosci ponizej
kwartyla dolnego, a pozostate trzy czwarte powyzej.

Kwartyl gérny badanej cechy to wartosé, ktora dzieli populacje w stosunku
3:1. Trzy czwarte obiektow w populacji ma ceche o wartosci ponizej
kwartyla dolnego, a pozostata jedna trzecia powyzej.

Srednia ...

Wariancja ...

2.2 Parametry proby

2.2.1 Miary potozenia i zréznicowania

Parametry préby

Niech X oznacza ceche losowa. Niech wartosci xy,xs,...,x, oznaczaja n
realizacji tej cechy. Przez xy.,,%2.p,...,Tnn beda oznaczane realizacje tej
cechy w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej.

Mierniki potozenia Oznaczenie Wzor

$rednia T LD
mediana Me T(nt1)/2:n (@dy n nieparzyste)
(Zpj2m + Tpjot1:)/2 (gdy n parzyste)
dolny kwartyl 1 Tln/4]n
gérny kwartyl Q3 T(3n/4)m
dominanta (moda) D najczesciej wystepujaca wartosé
minimium Min T1m
maksimum Mazx Tnon

la] — czesé catkowita liczby a



Mierniki rozproszenia Oznaczenia Wzor

rozstep R Mazx — Min
wariancja 52 ﬁ S (i —7)?

odchylenie standardowe S Vv S?
odchylenie przecietne d LS — 7
odchylenie ¢wiartkowe Q Q-
wspolezynnik zmiennosci V 2100%

Posta¢ danych (szereg rozdzielczy, dane skumulowane):

Przedziat klasowy Liczebno$¢ Liczebnos¢ skumulowana

To — X1 nq n(l) = N1
T — To N9 Ny = N1 + N2
Tk—1 — Tk N Ny = N1 + N + -+ - + nx(=n)

Dla liczby p takiej, ze 0 < p < 1 niech z,,n,, h, oznaczaja poczatek,
liczebnos¢ i dhugos¢ przedziatu zawierajacego obserwacje o numerze p - n
oraz niech n,) oznacza liczebnos¢ skumulowang przedzialu poprzedzajacego
przedzial o poczatku x,. Niech ; oznacza Srodek i—tego przedziatu.

Ol
r=— Tin;
n <
=1
h05 n
e =12 (3 )
€ = To5 s \2 1(0.5)
ho. n
Q1 = To25 + 22 <Z - n(025))
0.25
h0.75 37’L
Qs = 2075 + —— | — — no.75)
no.7s \ 4
Min = xq
Max = zy,



i=1

Qs — Qs

2

S
V = =100% (wspotczynnik zmiennoscei)
T

S
V = —=100% (wspoétczynnik zmiennosci)
T

2.2.2 Miary asymetrii

Miary asymetrii



Préba prosta

1
trzeci moment centralny: ez = — X, —z)°
Y- €3 n Z( )

Szereg rozdzielczy

k
1 i
— E ni(Xi—x)S

i=1

i=1
wspotezynnik asymetrii: A = % %
. , . .. Qs —2Me+ Q4 Qs —2Me + @
pozycyjny wspolczynnik asymetrii: A; = =
20Q) 20Q)
z—D z—D
wspotezynnik skosnosci: Az =
S S
2.2.3 Miary koncentracji
Wispétczynnik koncentracji Lorenza
Przedzial  Liczebno$¢  Czesto$¢  Srodek t; % 2(i)
o — X1 Ty g1 = nl/n I.l tl = ’I’Ll.Zl‘l wp, = tl/t W) = W1
Ty — T N2 g2 = na/n Ty ty = naiy  wy = ta/t W(g) = w1 + Wa
Tp_1 — Tp Ng gk = ng/n Ty, by = ey wp =/t wey =w +wa+ - Fwy
Razem n 1 t 1
k
K=1-3 [wy+wi]e
i=1
Przyktad
Pozyczka
od do Liczba dtuznikow
0 20 155
20 50 260
50 100 215
100 200 315
200 300 55
Suma 1000




U R T n; N

1 0 20 10 155 155

2 20 50 35 260 415

3 50 100 75 215 630

4 100 200 150 315 945

5 200 300 250 55 1000

SUMA 1000

Mierniki potozenia
Srednia 7 S0 = 87.775
mediana Me 50 4 22 - (120 — 415) = 69.77
dolny kwartyl Q; 20 + 2% - (182 — 155) = 30.96
gorny kwartyl Q3 100 4 499 - (3199 — 630) = 138.10
dominanta (moda) D 100 + 100 - 552122215—-=127.78
minimum Min 0
maksimum Mazx 300

Mierniki rozproszenia

R =300-0=300
1
S? = 599 (155(10 — 87.775) + 260(35 — 87.775)* + ...
...+ 55(250 — 87.775)%) = 7567.11

S = V7567.11 = 86.989

86.989
100% = 99.1%

V=g

Wielobok liczebnosci: {(&;,n;): i=1,2,...k}

Wielobok skumulowanej liczebnosei: {(:cl, n(i)) coi=1,2,...k}
Obliczenia

) ii n; n(i) n(i)/n w; w(i) w(i)/w

10 155 155 0.155 1550 1550  0.018

35 260 415 0.415 9100 10650  0.121

75 215 630 0.630 16125 26775  0.305

4 150 315 945 0.945 47250 74025 0.843

5 250 55 1000 1.000 13750 87775  1.000

W N |~
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gdzie w; = i@y,  we) = wy +wy ... Fw; oraz w =) w;

Krzywa koncentracji (Lorenza): {(“2,=2): i=0,...,k}

Krzywa koncentracji obrazuje nieréwnomiernosé¢ podziatu ogélnej sumy
wartosci cechy pomiedzy poszczegolne jednostki zbiorowosci

0Os$ X: skumulowany odsetek dtuznikéw

0$ Y: skumulowany odsetek sumy pozyczek
Brak koncentracji: % = %, dlai=1,...,k.

Wspotezynnik koncentracji Lorenza K = a/0.5 =1 — 2b
a a

- - K
a+b a+(05—a)

Wspétezynnik koncentracji Giniego G =

1} b || —o— Krzywa koncentracji
0.84 |- |—  Brak koncentracji
2
S 0311 .
0.12 b
0 L | | | l

3 Indeksy agregatowe

Indeksy agregatowe

[losé Cena jednostkowa
artykutu || Rok 0 | Rok 1 | Rok 0 Rok 1
1 q10 q11 P1o P11
2 q20 q21 P20 P21
k dko dik Pko Pk
Numer || Wartos¢ | Wartosé | Wartosé | Wartosé
1 d10P10 q11P11 q1oP11 d11P10
2 q20P20 q21P21 q20pP21 q21P20
k qk0Pko dk1Pk1 dkoPr1 dk1Pko
Suma Woo w11 Wo1 W10
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Indeks zmian wartosci | 1, = w1 /woo

Indeks Laspayresa zmian ilosci | I qL = wyg/Woo

Indeks Laspayresa zmian cen [pL = w1 /weo

Indeks Paaschego zmian ilosci | [ P — wyy Jwo1

I’ = wll/wlo

p
Indeks Fishera zmian iloéci | 1 5 = \/ I qL - [f
Indeks Fishera zmian cen If = JIE- IF

4 Estymacja

Indeks Paaschego zmian cen

4.1 Estymacja punktowa

Estymacja punktowa

Niech X1, X5, ..., X,, oznacza probe z populacji oraz 6 parametr charak-
teryzujacy te populacje. Na podstawie proby chcemy oszacowaé (przyblizy¢)
warto$¢ parametru 6.

Estymator punktowy jest funkcjg proby. Przybliza wartos¢ parametru

0=0(X1,Xo,...,X,)
Estymacja punktowa parametréw cechy X ~ N(u,o?)

Estymator sredniej u — $rednia arytmetyczna

_ 1 X4+ X,
X=-S"X,=

2

Estymator wariancji ¢° — wariancja probkowa

1 _
52 = n_lz(Xi—X)Q
=1

Estymator odchylenia standardowego o
S =52

Estymacja punktowa parametru p cechy X ~ D(p)

10



Nr eksperymentu

Niech n oznacza liczbe obiektéw wylosowanych z populacji, wérod ktérych
znalazto sie k obiektéw, ktore posiadaja wyrdzniong wiasciwosé. Przyjmu-
jac, ze p oznacza prawdopodobienstwo wylosowania z populacji obiektu o
wyroznionej wlasciwosci mamy:

.k
p=—-
n

Uwaga. Przyjmujac dlai=1,2,...,n,2¢e P(X;=1)=p=1-P(X; =
0), mamy p = X.

4.2 Estymacja przedzialowa

Estymacja przedzialowa

Przedzial ufnosci (estymator przedziatowy) jest przedziatem o kon-
cach zaleznych od préby, ktéry z pewnym z géry zadanym prawdopodobien-
stwem 1 — a pokrywa nieznang wartos¢ parametru 6:

P{e (0(X1,....Xn),0(Xy,....,. X))} >1—a (V).

Poziom ufnosci jest to ustalone prawdopodobienstwo 1 — a.

llustracja estymacji przedziatowej parametru § = 0.5 (oznaczonego pio-
nowg niebieska linia) na poziomie ufnosci 1 —a = 0.9 Populacja z wyr6zniona
cechg X

Przedzial ufnosci dla $redniej u w rozkladzie normalnym N (u, 0?)
Wariancja o? jest nieznana

Poziom ufnodci: 1 — «

11



gdzie t(a;n — 1) jest wartoscia krytyczna rozktadu t—Studenta o n — 1
stopniach swobody.

Kwantyl
rozkladu t— Studenta
Y
v 0.1 0.05 0.025 0.01
8 | 1.8595 2.3060 2.7515 3.3554
9 11.8331 2.2622 2.6850 3.2498
10 | 1.8125 2.2281 2.6338 3.1690

12



Przyktad

Na podstawie proby 1.1, 1.2, 0.8, 0.9, 1.2, 1.3, 1.0, 0.7, 0.8, 1.0 oszacowac
wartoé¢ rednia u rozktadu obserwowanej cechy X ~ N(u,0?), na poziomie
ufnosci 1 — a = 0.95.

1.1+12+---+1.0

T = :]_O
’ 10
» (zi—7)*=(1.1-1.0°+---+ (1.0 - 1.0)* = 0.36
0.36
P=—— =0.04, s=Vs2=0.2
S 0-1 0.04, s S 0

£(0.05;9) = 2.2622

S 0.2
— =2.2622—— =0.14
vn V10

(1—0.14,1+ 0.14) = (0.86,1.14)

£(0.05;9)

Whiosek. Srednia wartosé cechy jest jakas liczbg z przedziatu (0.86,1.14).
Zaufanie do tego wniosku wynosi 95%.

Przedzial ufnosci dla wariancji w rozkladzie normalnym
Srednia g jest nieznana
Poziom ufnosci: 1 — «

Y(Xi = X)X - X)?

3 3

X2(§n—1)" x2(1—-$in—1)

Y2(a; v) jest stablicowang wartodcia krytyczng rozktadu chi-kwadrat z v
stopniami swobody.

Wartosci krytyczne x*(a;r)

v a

0.975  0.950 0.050 0.025
8| 2.1797 2.7326 15.5073 17.5345
927004 3.3251 16.9190 19.0228

10 | 3.2470 3.9403 18.3070 20.4832

13



Przyktad
Na podstawie préby 1.1, 1.2, 0.8, 0.9, 1.2, 1.3, 1.0, 0.7, 0.8, 1.0 oszacowaé
zroznicowanie rozktadu obserwowanej cechy:.

1.14+12+---+ 1.
5 — + +---+1.0 10
10

» (zi—17)*=(11-1.0°+--- + (1.0 - 1.0)* = 0.36
0.36
2 = —-——— pr— 2 pu—
st =g =004 s Vs2 =02
Poziom ufnosci 1 — a = 0.95, czyli o = 0.05.

(5im = 1) = x*(0.025;9) = 19.0228

21— %; n—1) = v2(0.975;9) = 2.7004

0.36 0.36
19.0228° 2.7004

) = (0.019,0.133)

Whniosek. Wariancja cechy jest liczba z przedziatu (0.019,0.133). Za-
ufanie do tego wniosku wynosi 95%.

Estymacja prawdopodobienstwa sukcesu
Przedzial przyblizony

. [p(1—p) . [p(1 —p
(p—ul_g p(np),ijul_g 1¥>

Kwantyle u,, rozktadu normalnego N (0, 1)

a | 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
0.96 | 1.7744 1.7866 1.7991 1.8119  1.8250
0.97 | 1.9110 1.9268 1.9431 1.9600 1.9774
0.98 | 2.0969 2.1201 2.1444 2.1701  2.1973
0.99 | 24089 2.4573 25121 2.5758  2.6521

14



Na przyktad ugg75 = 1.96
Populacja 1, cecha X,

Populacja 2, cecha X,
Oznaczenia

Préby: Xlla ce aX1n1; Xgl, Ce 7X2n2

1 &
Xz' = — E Xija Si =
J=1

n; 4 n; — 1

n

> (X — X1)* + i(ij - X)?

1
j=1 1 1
83: y ngsg _+_
ny+ng — 2 ny  No

Ocena réznicy miedzy srednimi iy — po

Ocena punktowa: X; — X5
Zalozenia:

L. Xy ~ N(u,0%), Xz ~ N(ua, 03)
2. X4, X, sa niezalezne

2 _ 2
3. 0] = 05

Przedzial ufnosci (poziom ufnosci 1 — «)
(X1 — Xy — tla;ng +ny — 2)s,, X1 — Xo + t(a;ng +ny — 2)s,)

Przyktad. Z dwdéch populacji pobrano préby: 60, 62, 65, 63, 60 oraz 58,
53, 57, 56, 61. Oceni¢ réznice srednich.

5 5
T = 62, Z(l’h — j’l)z = 18, Ty = 57, Z(.Tgl — f2)2 =34

=1 =1
18434 (1 1
2 OO (24 2) Z96
T 5+5-2 <5+5)
£(0.05; 8) = 2.3060; £(0.05; 8)s, = 3.72
(62 — 57 — 3.72,62 — 57 + 3.72) = (1.28,8.72)

15



Whniosek. Réznica érednich jest liczba z przedzialu (1.28,8.72) Ocena
réznicy frakcji p; — po

Zalozenia: X7 ~ D(p1), Xao~ D(p2)

Cechy X1, X5 s niezalezne

Préba 10 X1, X9, ..., X1pn, (X1; =01ub 1)

Proba 2: X1, Xog, ..., Xop, (Xo; =01ub 1)

by =00 X

ko =302 X

Ocena punktowa: p; — pa = 7’% — fL—z
Przyblizony przedzial ufnosci (poziom ufnosci 1 — a)

h— P pr(l—p1) | pa(l1—p
p1—p2j:ulg\/ 1 ( . 1)+ 2( > 2)

4.3 Weryfikacja hipotez statystycznych
Weryfikacja hipotez statystycznych

Biad I rodzaju
Btad wnioskowania polegajacy na odrzuceniu hipotezy, gdy w rzeczy-
wistosci jest ona prawdziwa.

Biad II rodzaju
Btad wnioskowania polegajacy na nieodrzuceniu hipotezy, gdy w rze-
czywistosci jest ona falszywa.

Decyzja o hipotezie
Hipoteza | nie odrzuci¢ | odrzucic¢
prawidtowa btedna
btedna prawidtowa

prawdziwa
fatszywa

Btad I rodzaju kontroluje sie przez zadanie malej wartosci dla poziomu
istotnosci. Poziom istotnosci jest to gorne ograniczenie prawdopodobien-
stwa popetnienia btedu I rodzaju.

Btedu II rodzaju nie mozna kontrolowa¢ w taki sposob, jak btad I ro-
dzaju. W praktyce nie wiadomo, ile doktadnie wynosi prawdopodobienstwo
popetnienia tego bltedu.

16



Poréwnanie Sredniej z norma
Cecha X ma rozklad normalny N (u,o?)
Srednia p oraz wariancja o sa nieznane

Hy: p=po

Test Studenta (poziom istotnosci a)
Préba: Xy,..., X,

Statystyka testowa

X —
temp: SILLO\/E

Jezeli |temp| > t(a;n — 1), to hipotez¢ odrzucamy.
Poréwnanie zréznicowania z norma

Cecha X ma rozktad normalny N (u,0?)
Srednia p oraz wariancja o? sg nieznane
Hy: 0% = 08

Statystyka chi-kwadrat (poziom istotnosci «)
Préba: Xy,..., X,

T(Xi—X)?
Statystyka testowa x&,, = ~———

90
Wartosci krytyczne x*(1 — $;n — 1), x*($;n — 1)

Jezeli x2,, < x*(1 = §;n—1) lub x2,, > x*(§;n — 1) to hipoteze H :

2 _ 2
0 = oj odrzucamy.

17



Poréwnanie frakcji z norma
Cecha X ~ D(p)
p nie jest znane

Statystyka testowa

Wartos¢ krytyczna: uj—g

Jezell |Uemp| > u1—g, to hipotez¢ odrzucamy.

Poréwnanie $rednich
Cecha X; ma rozklad normalny N (uy,0%)
Cecha X, ma rozktad normalny N (o, 03)
Srednia ju; oraz wariancja o? sg nieznane
Srednia [lo OTaz wariancja os sq nieznane
0% = o3

Ho @ py = po
test t—Studenta
X; — X,
temp = &
Sy
Warto$¢ krytyczna t(a;ng + ng — 2)
Jezeli |temp| > t(a;ny + ng — 2), to hipoteze Hy : p3 = po odrzucamy

Poréwnanie frakcji
Cecha X; ma rozklad dwupunktowy D(p,)
Cecha X5 ma rozktad dwupunktowy D(ps)

Hy: pr=po

18



Statystyka testowa

gdzie

Jezeli |Uemp| > U1_q/2, to hipoteze Hy : py = p, odrzucamy

5 Statystyczne miary nieré6wnosci oparte na
kwantylach i decylach

Statystyczne miary nieréwnosci oparte na kwantylach i decylach
Wskaznik zroznicowania kwintylowego

) )
W2(0:)20 =

gdzie GK; jest i—ta grupa kwintylowa. Wskaznik zréznicowania decylowego

1 Qo.9
WI(O:)IO = %

gdzie Qg9 oraz Qo1 sa decylami, odpowiednio dziewigtym i pierwszym
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gdzie GD; jest i—tg grupa decylowa. Wskaznik zréznicowania skrajnych
czesci rozktadu
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Im wskaznik K19 jest blizszy wartosci 1, tym mniejsze sg nierébwnomier-
nosci. Wskaznik maksymalnego wyréwnania
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Przyktadowo, jezeli x oznacza dochdd gospodarstwa domowego, to wskaz-
nik maksymalnego wyréwnywania wskazuje jaki procent sumy dochoddéw
wszystkich badanych gospodarstw domowych powinien by¢ transferowany
z grup decylowych posiadajacych wiecej niz 10% sumy dochodéw do grup
decylowych, ktérych udzial w sumie dochodéw jest mniejszy niz 10%, aby
uzyska¢ catkowita réwnomiernosé rozktadu dochodéw gospodarstw domo-
wych Granica ubodstwa
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Wskaznik zagrozenia ubdstwem
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Empiryczny wskaznik zagrozenia ubdstwem (na podstawie proby (X, ..., X,,)
. 4{X; < 0.6Me
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