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Definicja
Rodzine F spefniajaca warunki
1L F#0
2. Jesli Ae F,toQ\AeF
oo
3. Jesli A, € Fdlai=1,2,...,to |J A; € F
i=1

nazywamy o — ciatem podzbioréw zbioru €.

Uwaga

Zdarzenie losowe jest elementem rodziny F



Definicja
Prawdopodobiennstwem nazywamy dowolna funkcje P, okreslona na o—ciele zdarzen
F C 29, spetniajaca warunki

1. P: F - Ry,

2. P(Q) =1

3. Jesli A, € F, i=1,2,...0oraz A;NA; =0 dlai#j, to

p([’j > ZP

=1

Uwaga
Mdwimy, ze matematyczny model doswiadczenia losowego to tréjka (Q, F, P), ktdra
nazywamy przestrzenig probabilistyczng



Twierdzenie
Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, A1, Aa,..., An € F, to:

1. P(0) =0



Twierdzenie

Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, A1, Aa,..., An € F, to:
1. P(®)=0
2. Jesli A1, Aa,..., A, wykluczaja sie wzajemnie, tj. A;NA; =0 dlai+#j, to

() - $ria
=1 i=1



Twierdzenie

Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, A1, Aa,..., An € F, to:
1. P(®)=0
2. Jesli A1, Aa,..., A, wykluczaja sie wzajemnie, tj. A;NA; =0 dlai+#j, to

() - $ria
=1 i=1

3. P(A') = 1— P(A), gdzie A’ =Q\ A



Twierdzenie

Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, A1, Aa,..., An € F, to:
1. P(®)=0
2. Jesli A1, Aa,..., A, wykluczaja sie wzajemnie, tj. A;NA; =0 dlai+#j, to

() - $ria
=1 =1

3. P(A') = 1— P(A), gdzie A’ =Q\ A
4. Jesli A C B, to P(B\ A) = P(B) — P(A)



Twierdzenie

Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, A1, Aa,..., An € F, to:
1. P(®)=0
2. Jesli A1, Aa,..., A, wykluczaja sie wzajemnie, tj. A;NA; =0 dlai+#j, to

() - $ria
=1 =1

3. P(A") =1— P(A), gdzie A’ =Q\ A
4. Jesli AC B, to P(B\ A) = P(B) — P(A)
5. Jesli A C B, to P(A) < P(B)



Twierdzenie

Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, A1, Aa,..., An € F, to:
1. P(®)=0
2. Jesli A1, Aa,..., A, wykluczaja sie wzajemnie, tj. A;NA; =0 dlai+#j, to

() - $ria
=1 i=1

_ P(A') =1— P(A), gdzie A = Q\ A

. Jedli A C B, to P(B\ A) = P(B) — P(A)
. Jesli A C B, to P(A) < P(B)

 P(A)<1

o B~ W



Twierdzenie

Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, A1, Aa,..., An € F, to:
1. P(®)=0
2. Jesli A1, Aa,..., A, wykluczaja sie wzajemnie, tj. A;NA; =0 dlai+#j, to

() - $ria
=1 =1

. P(A") =1—P(A), gdzie A’ = Q\ A

. Jesli AC B, to P(B\ A) = P(B) — P(A)
. Jesli A C B, to P(A) < P(B)

P(A) <1

. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

N o o~ w



Twierdzenie

Jesli (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna i A, B, A1, Aa,..., An € F, to:
1. P(®)=0
2. Jesli A1, Aa,..., A, wykluczaja sie wzajemnie, tj. A;NA; =0 dlai+#j, to

() - $ria
=1 i=1

. P(A") =1—P(A), gdzie A’ = Q\ A

. Jesli AC B, to P(B\ A) = P(B) — P(A)
. Jesli A C B, to P(A) < P(B)

P(A) <1

. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

. Wzér wiaczen i wytaczen

© N O G AW

P(ATUAU...UAy) = > P(A)— > P(Ay NAy)+

1<i<n 1<i <ig<n

A (ED)HIP(AT N AN N Ay)



Twierdzenie (O ciagfosci)
Niech(Q2, F, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna.
o0
1. Jesli (An)$2 jest wstepujaca rodzing zdarzen oraz | ) An = A, to
n=1
P(A) = lim P(Ay).
n—oo

(oo}
2. Jesli (An)S2_, jest zstepujaca rodzing zdarzen oraz (| An = A, to

n=1

P(A) = lim P(An).

n=1

Rodzine zdarzeri A; nazywamy wstepujaca, jesli
A1 CAC...CALCApyr---

i zstepujaca, jesli
A1 DA2D ... DA D Apyr -



Definicja
Prawdopodobienistwem warunkowym zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia
zdarzenia B, gdzie P(B) > 0, nazywamy liczbe

P(ANB
P(A|B) = P(ANB)
P(B)
Uwaga
Przy ustalonym B prawdopodobieristwo warunkowe P(A|B) jest zwyktym
prawdopodobieristwem na (2, F), a takze na (B, Fp), gdzie

Fe={ANB: Ac F}



Definicja
Prawdopodobienistwem warunkowym zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia

zdarzenia B, gdzie P(B) > 0, nazywamy liczbe
P(ANB
P(A|B) = w
P(B)

Uwaga
Przy ustalonym B prawdopodobieristwo warunkowe P(A|B) jest zwyktym
prawdopodobieristwem na (2, F), a takze na (B, Fp), gdzie

Fp={ANB: Ac F}
Twierdzenie (Wzér tancuchowy)
Jesli P(A1 N ... An_1) >0, to

P(Alﬁ...ﬂAn):
= P(Al)P(A2|A1) . P(A3‘A1 QAQ) el P(An‘Al n ...ﬂAnfl)



Definicja
Rozbiciem przestrzeni 2 nazywamy rodzine zdarzeri {H;};cy, ktére wzajemnie
wykluczaja sie, zas ich suma jest réwna Q.

Twierdzenie
Jezeli {H1, Ha,..., Hy} jest rozbiciem ) na zdarzenia o dodatnim
prawdopodobieristwie, to dla dowolnego zdarzenia A

P(A) = ) P(A|H;)P(H;)

=1



Definicja
Rozbiciem przestrzeni 2 nazywamy rodzine zdarzeri {H;};cy, ktére wzajemnie
wykluczaja sie, zas ich suma jest réwna Q.

Twierdzenie
Jezeli {H1, Ha,..., Hy} jest rozbiciem ) na zdarzenia o dodatnim
prawdopodobieristwie, to dla dowolnego zdarzenia A

P(A) = ) P(A|H;)P(H;)

=1

Uwaga

Twierdzenie jest prawdziwe dla n = co



Definicja
Rozbiciem przestrzeni 2 nazywamy rodzine zdarzeri {H;};cy, ktére wzajemnie
wykluczaja sie, zas ich suma jest réwna Q.

Twierdzenie
Jezeli {H1, Ha,..., Hy} jest rozbiciem ) na zdarzenia o dodatnim
prawdopodobieristwie, to dla dowolnego zdarzenia A

P(A) = ) P(A|H;)P(H;)

=1

Uwaga

Twierdzenie jest prawdziwe dla n = co

Uwaga

Niech {H;};c1 bedzie rozbiciem Q2 na zdarzenia o dodatnim prawdopodobieristwie.
Dla P(B) > 0 zachodzi

P(A|B) = > P(A|BN H;)P(H;|B),
el

gdzie zbiér indekséw I jest skoriczony lub przeliczalny.



Twierdzenie (Wzér Bayes'a)

Niech {H;};c1 bedzie rozbiciem Q na zdarzenia o dodatnim prawdopodobieristwie i
P(A) > 0, to dla dowolnego j € I mamy

P(A|H;)P(Hy)

PULW) = & = P (Al PO




Zdarzenia niezalezne

Zdarzenie B nie zalezy od zdarzenia A, gdy wiedza o tym, ze zaszto A nie wptywa na
prawdopodobienstwo zajécia B.

P(B|A) = P(B), P(A)>0



Zdarzenia niezalezne

Zdarzenie B nie zalezy od zdarzenia A, gdy wiedza o tym, ze zaszto A nie wptywa na
prawdopodobienstwo zajécia B.
P(B|A)=P(B), P(A)>0
4
P(ANB)=P(A)P(B)



Zdarzenia niezalezne

Zdarzenie B nie zalezy od zdarzenia A, gdy wiedza o tym, ze zaszto A nie wptywa na
prawdopodobienstwo zajécia B.

P(B|A) = P(B), P(A)>0
4
P(AN B) = P(A)P(B)

Definicja
Zdarzenia A oraz B nazywamy niezaleznymi, gdy

P(AN B) = P(A)P(B)



Zdarzenia niezalezne

Zdarzenie B nie zalezy od zdarzenia A, gdy wiedza o tym, ze zaszto A nie wptywa na
prawdopodobienstwo zajécia B.

P(B|A) = P(B), P(A)>0

U
P(ANB) = P(A)P(B)

Definicja
Zdarzenia A oraz B nazywamy niezaleznymi, gdy
P(ANB)=P(A)P(B)
Definicja
Zdarzenia Ay, Aa, ..., Ay nazywamy niezaleznymi, gdy
P(Ain N AN N Ag) = P(Air) ... P(Ay)

dlal<i;<ig,...<ix<m, k=2,3...,n



Przyjmijmy konwencje: A% = A, Al = A’

Twierdzenie
Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. Zdarzenia Ay, Asa,..., Ay s3 niezalezne;

2. Dla kazdego ciagu €1, €2,..., €n, gdziee; € {0,1}, i =1,2,...,n, zdarzenia
ATY, ..., A sg niezalezne;

3. Dla kazdego ciagu 1, €2,..., &n, gdziee; € {0,1}, i =1,2,...,n, zachodzi
réwnosé

P(AST NN AS) = P(ASY) .. P(AZ)

Definicja
Zdarzenia Ay, A2, ... nazywamy niezaleznymi, gdy dla kazdego n zdarzenia
A1, Aa,..., Ay, s3 niezalezne.



Zmienna losowa
Definicja
Zmienna losowa jest to funkcja rzeczywista
X: Q>R

o wiasnosci:
N{weQ: Xw)<az}eF
TER



Zmienna losowa

Definicja
Zmienna losowa jest to funkcja rzeczywista

X: Q>R

o wiasnosci:
N{weQ: Xw)<az}eF
TER

Definicja
Rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej X nazywamy rozktad

prawdopodobieristwa Px okreslony wzorem

Px(A)=P({weQ: X(w)€ A}) dla dowolnego A € B(R)



Zmienna losowa

Definicja
Zmienna losowa jest to funkcja rzeczywista

X: Q>R

o wiasnosci:
N{weQ: Xw)<az}eF
TER

Definicja
Rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej X nazywamy rozktad

prawdopodobieristwa Px okreslony wzorem

Px(A)=P({weQ: X(w)€ A}) dla dowolnego A € B(R)

Uwaga
Oznaczamy X 1 (A) = {w e Q: X(w) € A}



Zmienne losowe typu skokowego

Definicja
Mdwimy, ze zmienna losowa X : Q — R jest typu skokowego (dyskretnego), jezeli
istnieje zbiér skonczony lub przeliczalny X C R taki, ze

Px(x)=1



Zmienne losowe typu skokowego

Definicja
Mdwimy, ze zmienna losowa X : Q — R jest typu skokowego (dyskretnego), jezeli
istnieje zbiér skonczony lub przeliczalny X C R taki, ze

Px(x)=1

Definicja

Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy Bin(n,p) z parametrami n oraz p, jezeli

n —
Px (k) = (k)p’f(lfp)” ko k=0,1,...,n.



Zmienne losowe typu skokowego

Definicja
Mdwimy, ze zmienna losowa X : Q — R jest typu skokowego (dyskretnego), jezeli
istnieje zbiér skonczony lub przeliczalny X C R taki, ze

Px(x)=1

Definicja

Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy Bin(n,p) z parametrami n oraz p, jezeli

n _

Schemat Bernoulliego

Wykonujemy doswiadczenie Bernoulliego. Wyniki nazywane s3 umownie sukcesem
oraz porazka. Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p. Doswiadczenie wykonujemy w
sposéb niezalezny n krotnie. Niech zmienna losowa X bedzie liczba sukceséw.
Zmienna X ma rozktad X ~ Bin(n,p).



0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

= Bin(10,0.8)
® Bin(10,0.4)

0
0123456 78910Ek



Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad Poissona Po(\) z parametrem X > 0, jezeli

_A

Px(k)=7e ™ k=012



Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad Poissona Po(\) z parametrem X > 0, jezeli

_A

Px(k)=7e ™ k=012

Rozktad Poissona a rozktad dwumianowy
Jezeli Xy, ~ Bin(n,pn) oraz lim np, = A, to
n— oo



Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad ujemny dwumianowy N B(r,p) z parametrami r oraz
p, jezeli

r+k—1

L)Pa-pk, k=012,

Px (k) = (

Liczba porazek do r—tego sukcesu

Wykonujemy doswiadczenie Bernoulliego. Wyniki nazywane s3 umownie sukcesem
oraz porazka. Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p. Doswiadczenie wykonujemy

w sposéb niezalezny az do uzyskania r-tego sukcesu. Niech zmienng losowa X bedzie
liczba porazek. Zmienna X ma rozktad NB(r,p).



Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad hipergeometryczny H(n, N, M) z parametrami n, N
oraz M, jezeli

Px (k) = ——x—— max{0,n — (N — M)} < k < min{n, M }.

Schemat urnowy

Z urny zawierajacej N kul, w tym M biatych, losujemy bez zwracania n kul. Zmienna
losowa jest liczba wylosowanych kul biatych. Ta zmienna losowa ma rozktad
hipergeometryczny H(n, N, M)



Definicja
Dystrybuanta zmiennej losowej X, jest to funkcja F' : R — [0, 1] okreslona wzorem

Fx(z)=P(X <z)dlax eR

Uwaga
Zapis {X < x} oznacza zbiér {w € Q: X(w) <z}



Definicja
Dystrybuanta zmiennej losowej X, jest to funkcja F' : R — [0, 1] okreslona wzorem

Fx(z)=P(X <z)dlax eR

Uwaga
Zapis {X < x} oznacza zbiér {w € Q: X(w) <z}

Fx(t) € P(X <t)

1.0
0.9

0.8 —0 —|— 4 —+—F—p— —
0.7 'Px<5)

0.6 Slr L AT

0.5
0.4
0.3 — m Bin(10,0.8)
0.2 = m Bin(10,0.4)

0.1 —
ge—s 3
0123456780910t




Dystrybuanta F': R — [0, 1] ma nastepujace wtasnosci

1. dystrybuanta jest funkcja niemalejaca
2. lim F(z)=0, lim F(z)=1
T—r—00 T —r 00

3. dystrybuanta jest funkcja prawostronnie ciagta



Dystrybuanta F': R — [0, 1] ma nastepujace wtasnosci

1. dystrybuanta jest funkcja niemalejaca

2. xEIPOO F(z) =0, zlglgo F(z)=1
3. dystrybuanta jest funkcja prawostronnie ciagta
4. Pla< X <b)=F(b)— F(a)
5. P(X =a) = F(a) — F(a—)
6. Pla< X <b)=F()— F(a—)
7. Pla< X <b)=F(b—) — F(a)
Uwaga

F(a—) oznacza lim F(z)
a

i
z—a~



Definicja
Modwimy, ze zmienna losowa o dystrybuancie F' jest typu ciagtego, jezeli istnieje taka
funkcja f > 0, ze dla kazdego = € R zachodzi réwnosé¢

F(z) = /zf(u)du

Funkcje f nazywamy gestoscig prawdopodobienstwa zmiennej losowej X lub w
skrécie gestoscia



Definicja
Modwimy, ze zmienna losowa o dystrybuancie F' jest typu ciagtego, jezeli istnieje taka
funkcja f > 0, ze dla kazdego = € R zachodzi réwnosé¢

F(z) = /zf(u)du

Funkcje f nazywamy gestoscig prawdopodobienstwa zmiennej losowej X lub w
skrécie gestoscia

Wtasnosci
1. W punktach, w ktérych f jest ciggta zachodzi %F(:p) = f(x)
2. [ flz)de =1

3. Kazda nieujemna funkcja f spetniajaca: ffooo f(z)dx =1, wyznacza
dystrybuante F' za pomoca wzoru

F(z) = /f(u)d'u,



Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny U(a, b) na przedziale (a,b), jezeli jej
funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa okreslona jest wzorem

1
flz) = ml(a,b) ().

f(@)

S
| |—
B

S J

S )



Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny U(a, b) na przedziale (a,b), jezeli jej
funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa okreslona jest wzorem

1
flz) = ml(a,b) ().




Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny U(a, b) na przedziale (a,b), jezeli jej
funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa okreslona jest wzorem

F@) = 1 (@),

Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy E()\) z parametrem X\ > 0, jezeli jej
funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa okreslona jest wzorem

5@ = 5 b {3 } 10,000 (@)



Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad normalny N(u,02), jezeli funkcja gestosci jej rozktadu
prawdopodobieristwa wyraza sie wzorem

1 1 (z—p)\?
fu,a"’(x)*o_ QﬂeXP{_2( p )}




Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad normalny N (u,0?), jezeli funkcja gestosci jej rozktadu
prawdopodobieristwa wyraza sie wzorem

e (=)}

fro2(@) =




Definicja
Zmienna losowa X ma rozktad normalny N (u,0?), jezeli funkcja gestosci jej rozktadu
prawdopodobieristwa wyraza sie wzorem

el (5 )

fro2(@) =




Funkcje zmiennej losowe;j
Przyktad
Niech Y = aX + b, gdzie a # 0 oraz X jest zmienng losowa o rozktadzie
Px (0) =1/4, Px(1) =3/4.
Chcemy znalezé rozktad zmiennej losowej Y.

Px(0) = Py(b) =1/4
Px (1) = Py(a+b) =3/4



Funkcje zmiennej losowe;j

Przyktad
Niech Y = aX + b, gdzie a # 0 oraz X jest zmienng losowa o rozktadzie

Px (0) =1/4, Px(1) =3/4.
Chcemy znalezé rozktad zmiennej losowej Y.

Px(0) = Py(b) =1/4
Px (1) = Py(a+b) =3/4

Przyktad

Niech X bedzie zmienng losowa typu ciagtego o gestosci fx, dystrybuancie F'x oraz
niech Y = aX 4+ b, a < 0. Chcemy znalez¢ rozktad Y

Fr(y) = POV S9) = P(X 2 £20) =

—b —b
:1—P<X<y—):1—FX(y )
a a

Zatem fy(y):%Fy( ):—7f ( ab)




Przyktad

Niech X oznacza zmienng losowa ciagta o dystrybuancie F'x oraz gestosci fx. Niech
fx jest funkcja ciagta, a g funkcja écisle monotoniczna oraz niech h = g—!. Wtedy
dystrybuantg zmiennej losowej Y = g(X) jest:

(dla g - rosnacej)

Fy(y) = P(Y <y) = P(g(X) <)
= P(X < h(y)) = Fx(h(y))

Jezeli h jest funkcja rézniczkowalng, to

= Py (y) = fx ()W ()
Y

jest gestoscia zmiennej losowej Y = g(X)



Przyktad

Niech X oznacza zmienng losowa ciagta o dystrybuancie F'x oraz gestosci fx. Niech
fx jest funkcja ciagta, a g funkcja écisle monotoniczna oraz niech h = g—!. Wtedy
dystrybuantg zmiennej losowej Y = g(X) jest:

(dla g - malejacej)

Fy(y) = P(Y < y) = P(9(X)
1—

<)
= P(X > h(y)) =1— Fx(

h(y))

Jezeli h jest funkcja rézniczkowalna, to

diFy(y) = fx (b)) (=H (1))
Y

jest gestoscia zmiennej losowej Y = g(X)

Zatem w obu przypadkach fy (y) = fx (h(y))|h' (v)|



Twierdzenie

Niech X bedzie zmienna losowa typu ciagtego. Niech g bedzie funkcja okreslona na
zbiorze | J},_|ar, bi], ktéra na kazdym przedziale otwartym (ay,by) jest funkcja scisle
monotoniczng oraz ma ciggta pochodna. Niech hy(y) bedzie funkcja odwrotna do
funkcji g(x) na przedziale I, = g((ag, by)). Wdwczas funkcja gestosci zmiennej
losowej Y = g(X) ma nastepujaca postac

n

Z (hi () - [P W) - Ir, (y)



Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowe;j

Definicja
Wartosé oczekiwana (wartos¢ przecietna, nadzieje matematyczna) zmiennej losowej X
oznaczamy symbolem E(X) i okreslamy w nastepujacy sposéb:

» Jezeli X jest zmienng losowa typu skokowego, X = {z1,x2,...}, przy czym szereg
> lakl P(X = a)
k

jest zbiezny, to
B(X) =) z,P(X =)
k



Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowe;j

Definicja
Wartosé oczekiwana (wartos¢ przecietna, nadzieje matematyczna) zmiennej losowej X
oznaczamy symbolem E(X) i okreslamy w nastepujacy sposéb:

» Jezeli X jest zmienng losowa typu skokowego, X = {z1,x2,...}, przy czym szereg
> lakl P(X = a)
k

jest zbiezny, to
B(X) =) z,P(X =)
k

> Jezeli X jest zmienna losowa typu ciagtego o gestosci f i zbiezna jest catka

[ tals (@) da,
R

to

B(X) = /xf(:t) dz

R



Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowe;j
Definicja

Wartosé oczekiwana (wartos¢ przecietna, nadzieje matematyczna) zmiennej losowej X
oznaczamy symbolem E(X) i okreslamy w nastepujacy sposéb:

» Jezeli X jest zmienng losowa typu skokowego, X = {z1,x2,...}, przy czym szereg
> lakl P(X = a)
k

jest zbiezny, to
B(X) =) z,P(X =)
k

> Jezeli X jest zmienna losowa typu ciagtego o gestosci f i zbiezna jest catka

[ tals (@) da,
R

to

B(X) = /xf(:t) dz

R

> Ogélnie: E(X) = [;, X (w)dP(w)



Wtasnosci wartosci oczekiwanej

Jezeli E(X) < 00, E(Y) < o0, to
» E(X+Y)=E(X)+E®Y)
> E(aX +b)=aE(X)+b, dlaagbeR

o0

> Jezeli X >0, to E(X) = [ P(X >t)dt
0

> Jezeli X oraz Y s3 niezalezne, to

E(XY) = E(X)E(Y)



Wtasnosci wartosci oczekiwanej

Jezeli E(X) < 00, E(Y) < o0, to
» E(X+Y)=E(X)+E®Y)
> E(aX +b)=aE(X)+b, dlaagbeR

o0

> Jezeli X >0, to E(X) = [ P(X >t)dt
0

> Jezeli X oraz Y s3 niezalezne, to

E(XY) = E(X)E(Y)

Twierdzenie
Jezeli funkcja ¢ jest borelowska, to

» Dla X z rozkfadu skokowego
E(p(X)) = > ¢(er) P(X = ay)
k
> Dla X z rozkfadu ciagtego o gestosci f(x)

B(p(X)) = / ()] () dz

R



Definicja
Jezeli E(X — EX )2 < 00, to te liczbe nazywamy wariancja zmiennej losowej X i

oznaczamy:
D?X = E(X — EX)?

Definicja

Pierwiastek z wariancji nazywamy odchyleniem standardowym i oznaczamy przez DX



Definicja
Jezeli E(X — EX )2 < 00, to te liczbe nazywamy wariancja zmiennej losowej X i

oznaczamy:
D?X = E(X — EX)?

Definicja
Pierwiastek z wariancji nazywamy odchyleniem standardowym i oznaczamy przez DX

Uwaga

D?2X = E(X — EX)? = E(X? - 2X - EX + (EX)?)
=EX? - (EX)?



Definicja
Jezeli E(X — EX )2 < 00, to te liczbe nazywamy wariancja zmiennej losowej X i

oznaczamy:
D?X = E(X — EX)?

Definicja
Pierwiastek z wariancji nazywamy odchyleniem standardowym i oznaczamy przez DX

Uwaga

D?2X = E(X — EX)? = E(X? - 2X - EX + (EX)?)
=EX? - (EX)?

WHtasnosci wariancji
Jezeli X jest zmienng losows, dla ktérej EX? < oo, to istnieje D?>X oraz:

v

D2X >0

D?(cX) =c2D?X

D?(X +a) = D?X

D2X = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna losowa X jest z
prawdopodobieristwem 1 stafa

v

v

\4



Uwaga

E(X —t)2=E(X — EX + EX —1t)?
=E(X - EX)?’ + E(X —t)>-
—2E((X — EX)(EX —t))
=E(X — EX)? + B(X —t)*~
—2E(X — EX)-E(EX —t)
>E(X — EX)?

Zatem funkcja f(t) = E(X — t)? przyjmuje minimum — réwne wariancji — dla t = EX



Wektory losowe
Definicja
Wektor losowy X = (X1,...,Xn) to odwzorowanie
X:Q—-R"

o wiasnosci:
{we: Xi(w)<z1,...,Xnw) <zn}eF

dla dowolnego (z1,x2,...,on) € R™



Wektory losowe
Definicja
Wektor losowy X = (X1,...,Xn) to odwzorowanie
X:Q—-R"

o wiasnosci:
{we: Xi(w)<z1,...,Xnw) <zn}eF

dla dowolnego (z1,x2,...,on) € R™

Definicja

Rozktfadem prawdopodobieristwa wektora losowego X nazywamy rozkfad
prawdopodobienstwa Px okreslony wzorem

Py(A) = P{w € Q: X(w) € A}) dla A € B(R™)



Wektory losowe
Definicja
Wektor losowy X = (X1,...,Xn) to odwzorowanie
X:Q—-R"

o wiasnosci:
{we: Xi(w)<z1,...,Xnw) <zn}eF

dla dowolnego (z1,x2,...,on) € R™
Definicja
Rozktfadem prawdopodobieristwa wektora losowego X nazywamy rozkfad
prawdopodobienstwa Px okreslony wzorem

Px(A)=P{we: X(w) € A}) dla Ae B(R")
Definicja
Funkcja Fx : R™ — [0, 1] postaci

FX(CEl,---7-77n) :P(Xl S$17---7X'n an)

nazywamy dystrybuanta wektora losowego X



Definicja
Wektor losowy jest typu skokowego, jezeli istnieje zbidr przeliczalny X C R™, taki ze
Py(x) =1



Definicja
Wektor losowy jest typu skokowego, jezeli istnieje zbidr przeliczalny X C R™, taki ze
Py(x) =1

Definicja

Wektor losowy jest typu ciagtego, jezeli istnieje nieujemna funkcja
fx(z1, ma2,..., xn), zwana gestoscia, taka ze dla kazdego

x = (z1, z2,..., Tn) ER"

x1

Fe = [ - 7fX(ulv---vun)du1---dun

— 00



Definicja
Wektor losowy jest typu skokowego, jezeli istnieje zbidr przeliczalny X C R™, taki ze
Py(x) =1

Definicja
Wektor losowy jest typu ciagtego, jezeli istnieje nieujemna funkcja
fx(z1, ma2,..., xn), zwana gestoscia, taka ze dla kazdego
x = (z1, z2,..., Tn) ER"
xrq o
Fx(x) = / / fx(ui, ... up)duy ... dup

—o0 —oo

Uwaga

Prawie wszedzie ma miejsce réwnos¢

OFx(z1,...,Tn)

81‘1"",6.27” :fX(l'l’,,.7xn)

Dla dowolnego A € B(R™) zachodzi

Z fe() dx



Zauwazmy, ze

P(X1€EA) =P(X1 €A X2€R,...,.Xn €R)

— =

€
o0

/ ~-/fx(xl,...,xn)dxl...dxn

A —o0

3

"
VS

—
é\g

\
8

fx(x1,...,zn)des ... dmn> dx



Zauwazmy, ze

P(X1 €A

Ny

=PX1€A,X0€R,...,XnER)

L
/

8\8

o0
. / fx(@1,...,zn)de1 ... dey
— 0o

fx(x1,...,zn)des ... dey | dry

VS
\8
é\g

8

Zatem
oo (e @)

fx,(x1) = / /fle,...7 n)dxs...dzn,

Jest to tzw. brzegowa gesto$¢ prawdopodobienstwa.



Rozktady brzegowe, przypadek zmiennych typu ciggtego

fx1,x0) (21, 22) =

:/.../fx(xl,,,,7zn)dz3..,dxn
— o0 — 00
Jx1.xz.x5) (@1, 02, 23) =
:/.../fx(xl,...,:(:n)da:4...dxn
—o0 )

Rozktady brzegowe, przypadek zmiennych dyskretnych

Niech wektor losowy (X,Y") ma rozkfad okreslony liczbami
Pik = P(X = :L‘i,Y = yk), gdzie i€ I, ke K.
Woéwczas rozktad zmiennej losowej X okreslaja liczby

pi=P(X =)= Z Dik, gdziei €1
keK



Definicja

Niech (0, F, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, a X1, X2,..., Xn beda
zmiennymi losowymi okreslonymi na tej przestrzeni. Méwimy, ze te zmienne losowe sa
niezalezne, jezeli dla dowolnych zbioréw borelowskich A1, Asz,..., A, zachodzi:

P(X1€A1,...,Xn € Ap) = P(X1 € A1)... P(Xn € Ap)



Definicja

Niech (0, F, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, a X1, X2,..., Xn beda
zmiennymi losowymi okreslonymi na tej przestrzeni. Méwimy, ze te zmienne losowe sa
niezalezne, jezeli dla dowolnych zbioréw borelowskich A1, Asz,..., A, zachodzi:

P(X1€A1,...,Xn € Ap) = P(X1 € A1)... P(Xn € Ap)

Definicja
Mowimy, ze zmienne losowe X1, Xa,... sa niezalezne, jezeli kazdy skonczony podciag
ciaggu X1, Xa,... skfada sie z niezaleznych zmiennych losowych



Definicja

Niech (0, F, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, a X1, X2,..., Xn beda
zmiennymi losowymi okreslonymi na tej przestrzeni. Méwimy, ze te zmienne losowe sa
niezalezne, jezeli dla dowolnych zbioréw borelowskich A1, Asz,..., A, zachodzi:

P(X1€A1,...,Xn € Ap) = P(X1 € A1)... P(Xn € Ap)

Definicja
Mowimy, ze zmienne losowe X1, Xa,... sa niezalezne, jezeli kazdy skonczony podciag
ciaggu X1, Xa,... skfada sie z niezaleznych zmiennych losowych

Twierdzenie
Dla zmiennych losowych X1, Xa,..., Xn nastepujace warunki sa réwnowazne

> zmienne losowe s3 niezalezne

> dlax = (z1, ©2,..., Tn) € R

Fx(x) = FX1 (acl) .. 'FXn (acn)



Twierdzenie
Jezeli X = (X1, Xa,..., Xn) jest wektorem losowym typu skokowego to
koniecznym | wystarczajacym niezaleznosci zmiennych losowych X1, Xa,

P(Xi=z1,...,Xn=zn)=P1(X1=21)... Po(Xn = zn)

dla kazdego (z1,...,zn) € R"™, gdzie Py oznacza brzegowy rozkfad
prawdopodobieristwa zmiennej losowej X, (k=1,2,...,n).

warunkiem

.., Xy jest:



Twierdzenie
Jezeli X = (X1, Xa,..., Xn) jest wektorem losowym typu skokowego to warunkiem
koniecznym i wystarczajacym niezaleznosci zmiennych losowych X1, Xa,..., X, jest:

P(Xi=z1,...,Xn=zn)=P1(X1=21)... Po(Xn = zn)

dla kazdego (z1,...,zn) € R"™, gdzie Py oznacza brzegowy rozkfad
prawdopodobieristwa zmiennej losowej X, (k=1,2,...,n).

Twierdzenie
Jezeli X = (X1, Xa,..., Xn) jest wektorem losowym typu ciagfego o gestosci fx, to
warunkiem koniecznym i wystarczajacym niezaleznosci zmiennych losowych
X1, Xo,..., Xp jest:
Ix(x) = fx, (z1) .. fx,, (zn),

dla kazdego x = (x1,...,xn) € R", gdzie fx, jest gestoscia rozktadu brzegowego
zmiennej losowej Xj, (k=1,...,n )



Warto$¢ oczekiwana oraz macierz kowariancji wektora losowego

Definicja (Warto$¢ oczekiwana wektora losowego)
X1 EXy
Xo EX>

EX)=E| . |=

Xn EXn



Wartos¢ oczekiwana oraz macierz kowariancji wektora losowego

Definicja (Warto$¢ oczekiwana wektora losowego)

X, EX,
X EX,
EX)=E| . |=
X, EX,

Definicja (Macierz kowariancji wektora losowego)

Cov(X1,X1) Cov(X1,X2)

COV(XQ,Xl) COV(X27 Xz)
D%(X) = . .
Cov(Xn,X1) Cou(Xn, X2)
gdzie

Cov(X;, X;) = E[(X; — EX;)(X; — EX;)] = B(X;X;) —

Cov(X1,Xn)
Cov(X2,Xn)

Cov(Xn, Xn)

EX,EX;

)



Podstawowe wtasnosci
Jezeli A, B s3 macierzami odpowiedniego wymiaru, to

> E(AX) = AE(X)
» E(AXB) = AE(X)B
» D?(AX) = AD?2(X) A’



Podstawowe wtasnosci

Jezeli A, B s3 macierzami odpowiedniego wymiaru, to
> E(AX) = AE(X)
» E(AXB)=AE(X)B
» D?(AX) = AD?2(X) A’

Wielowymiarowy rozktad normalny N (u, %)

1 1 Iv—1
X)=———exp|—=(x—pu)2" " (x— , X ER"

f(x) ORI 5 (x—m) (x— )

238

p2

Hn

> D2(X) =%

1
z2

Tn



Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn)$2_, jest zbiezny do zmiennej losowej X wedfug
prawdopodobienstwa, jezeli

dla kazdegoe >0 limP(|X, — X|>¢)=0
n

. P
oznaczenie: X,, — X



Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn)$2_, jest zbiezny do zmiennej losowej X wedfug
prawdopodobienstwa, jezeli

dla kazdegoe >0 limP(|X, — X|>¢)=0
n

. P
oznaczenie: X,, — X

Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn,)2 ; jest zbiezny do zmiennej losowej X prawie na
pewno, jezeli

P ({w : liTanXn(w) = X(w)}) =1

oznaczenie X, PR x



Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn)$2_, jest zbiezny do zmiennej losowej X wedfug
prawdopodobienstwa, jezeli

dla kazdegoe >0 limP(|X, — X|>¢)=0
n

. P
oznaczenie: X,, — X

Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn,)2 ; jest zbiezny do zmiennej losowej X prawie na
pewno, jezeli

P ({w : lim Xy, (w) = X(w)}) =1
n
oznaczenie X, PR x
Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn)$2_, jest zbiezny do zmiennej losowej X wedfug
rozktadu,jezeli ciag dystrybuant (Fx,, )52, jest zbiezny do dystrybuanty Fx w
kazdym punkcie jej ciagtosci.
. D
oznaczenie X,, — X



Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn)$2_, jest zbiezny do zmiennej losowej X wedfug
prawdopodobienstwa, jezeli

dla kazdegoe >0 limP(|X, — X|>¢)=0
n

. P
oznaczenie: X,, — X

Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn,)2 ; jest zbiezny do zmiennej losowej X prawie na
pewno, jezeli

P ({w : lim Xy, (w) = X(w)}) =1
n
oznaczenie X, PR x
Definicja
Ciag zmiennych losowych (Xn)$2_, jest zbiezny do zmiennej losowej X wedfug
rozktadu,jezeli ciag dystrybuant (Fx,, )52, jest zbiezny do dystrybuanty Fx w
kazdym punkcie jej ciagtosci.
. D
oznaczenie X,, — X



Prawa wielkich liczb

Oznaczmy
_ X1+ Xo+...+ X
S = X1+ Xakooot Xn, X = T T2Tm B
Niech X1, X2,... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym

rozktadzie, o wartosci éredniej i wariancji 0 < 02 < co. Wtedy zachodzi



Prawa wielkich liczb

Oznaczmy
_ X1+ Xo+...+ X
Sn= X1+ Xzt Xn, Xn= 20 :
Niech X1, X2,... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym

rozktadzie, o wartosci éredniej i wariancji 0 < 02 < co. Wtedy zachodzi

Stabe prawo wielkich liczb

(Ve>0)  lim P(|Xn—p|<e)=1



Prawa wielkich liczb

Oznaczmy
_ X1+ Xo+...+ X
Sn= X1+ Xzt Xn, Xn= 20 :
Niech X1, X2,... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym

rozktadzie, o wartosci éredniej i wariancji 0 < 02 < co. Wtedy zachodzi

Mocne prawo wielkich liczb



Prawa wielkich liczb

Oznaczmy
_ X1+ X X
Sn:X1+X2++Xn7 Xn = s 2: +An
Niech X1, X2,... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym

rozktadzie, o wartosci éredniej i wariancji 0 < 02 < co. Wtedy zachodzi

Centralne twierdzenie graniczne

Sn —np
sup P(igx)—q)w
32672‘ U\/ﬁ ()




Prawa wielkich liczb

Oznaczmy
_ X1+ Xo+...+ X
Sn= X1+ Xzt Xn, Xn= 20 :
Niech X1, X2,... bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym

rozktadzie, o wartosci éredniej i wariancji 0 < 02 < co. Wtedy zachodzi

Centralne twierdzenie graniczne

Sn —np
sup P(igx)—q)w
32672‘ U\/ﬁ ()
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n—r00
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Whnioskowanie statystyczne

Statystyka Nauka po$wiecona metodom badania (analizowania) zjawisk
masowych; polega na systematyzowaniu obserwowanych cech
ilosciowych i jakosciowych; postuguje sie rachunkiem
prawdopodobienstwa.



Whnioskowanie statystyczne

Statystyka Nauka po$wiecona metodom badania (analizowania) zjawisk
masowych; polega na systematyzowaniu obserwowanych cech
ilosciowych i jakosciowych; postuguje sie rachunkiem
prawdopodobienstwa.

Pojecia podstawowe

Populacja Zbidr obiektéw z wyrézniona cecha (cechami).Obiektami moga by¢
przedmioty lub wartosci cechy



Whnioskowanie statystyczne

Statystyka Nauka po$wiecona metodom badania (analizowania) zjawisk
masowych; polega na systematyzowaniu obserwowanych cech
ilosciowych i jakosciowych; postuguje sie rachunkiem
prawdopodobienstwa.

Pojecia podstawowe
Populacja Zbidr obiektéw z wyrézniona cecha (cechami).Obiektami moga by¢
przedmioty lub wartosci cechy
Préba Wybrana cze$é¢ populacji podlegajaca badaniu. Préba powinna
stanowi¢ reprezentacje populacji w tym sensie, ze czestosci
wystepowania w prébie kazdej z badanych cech nie powinny sie
znacznie rézni¢ od czestosci wystepowania tych cech w populacji



Whnioskowanie statystyczne

Statystyka Nauka po$wiecona metodom badania (analizowania) zjawisk
masowych; polega na systematyzowaniu obserwowanych cech
ilosciowych i jakosciowych; postuguje sie rachunkiem
prawdopodobienstwa.

Pojecia podstawowe
Populacja Zbidr obiektéw z wyrézniona cecha (cechami).Obiektami moga by¢
przedmioty lub wartosci cechy
Préba Wybrana cze$é¢ populacji podlegajaca badaniu. Préba powinna
stanowi¢ reprezentacje populacji w tym sensie, ze czestosci
wystepowania w prébie kazdej z badanych cech nie powinny sie
znacznie rézni¢ od czestosci wystepowania tych cech w populacji

Cecha losowa Wielko$¢ losowa charakteryzujaca obiekty danej populacji



Rodzaje cech

niemierzalna — zwana tez jako$ciowa — przyjmuje wartosci nie bedace liczbami (np.
kolor, pteé,smak)



Rodzaje cech

niemierzalna — zwana tez jako$ciowa — przyjmuje wartosci nie bedace liczbami (np.
kolor, pteé,smak)

mierzalna — zwana tez ilosciowa — przyjmuje pewne wartosci liczbowe (np.
dtugos¢, wytrzymatosé, ciezar)



Rodzaje cech
niemierzalna — zwana tez jako$ciowa — przyjmuje wartosci nie bedace liczbami (np.
kolor, pteé,smak)

mierzalna — zwana tez ilosciowa — przyjmuje pewne wartosci liczbowe (np.
dtugos¢, wytrzymatosé, ciezar)
Rodzaje cech mierzalnych

skokowa — zwana tez dyskretng — nie przyjmuje wartosci posrednich (np. ilos¢
bakterii, ilos¢ pracownikéw, ilos¢ pasazeréw, ).



Rodzaje cech

niemierzalna — zwana tez jako$ciowa — przyjmuje wartosci nie bedace liczbami (np.
kolor, pteé,smak)

mierzalna — zwana tez ilosciowa — przyjmuje pewne wartosci liczbowe (np.
dtugos¢, wytrzymatosé, ciezar)
Rodzaje cech mierzalnych
skokowa — zwana tez dyskretng — nie przyjmuje wartosci posrednich (np. ilos¢
bakterii, ilos¢ pracownikéw, ilos¢ pasazeréw, ).

ciagta — przyjmuje wartosci z pewnego przedziatu liczbowego (np. wzrost,
waga, cisnienie, czas obstugi)



Przykfady parametréw charakteryzujacych populacje
Mediana badanej cechy to wartos$¢, ktéra dzieli populacje na dwie czesci.
Potowa obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej mediany, a
potowa powyzej.



Przykfady parametréw charakteryzujacych populacje

Mediana badanej cechy to wartos$¢, ktéra dzieli populacje na dwie czesci.
Potowa obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej mediany, a
potowa powyzej.

Kwartyl dolny badanej cechy to warto$¢, ktéra dzieli populacje w stosunku 1:3.
Jedna czwarta obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej
kwartyla dolnego, a pozostate trzy czwarte powyze;.



Przykfady parametréw charakteryzujacych populacje

Mediana badanej cechy to wartos$¢, ktéra dzieli populacje na dwie czesci.
Potowa obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej mediany, a
potowa powyzej.

Kwartyl dolny badanej cechy to warto$¢, ktéra dzieli populacje w stosunku 1:3.
Jedna czwarta obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej
kwartyla dolnego, a pozostate trzy czwarte powyze;.

Kwartyl gérny badanej cechy to warto$é, ktéra dzieli populacje w stosunku 3:1.

Trzy czwarte obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej
kwartyla dolnego, a pozostata jedna trzecia powyzej.



Przykfady parametréw charakteryzujacych populacje
Mediana badanej cechy to wartos$¢, ktéra dzieli populacje na dwie czesci.
Potowa obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej mediany, a
potowa powyzej.

Kwartyl dolny badanej cechy to warto$¢, ktéra dzieli populacje w stosunku 1:3.
Jedna czwarta obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej
kwartyla dolnego, a pozostate trzy czwarte powyze;.

Kwartyl gérny badanej cechy to warto$é, ktéra dzieli populacje w stosunku 3:1.
Trzy czwarte obiektéw w populacji ma ceche o wartosci ponizej
kwartyla dolnego, a pozostata jedna trzecia powyzej.

Srednia ...

Wariancja ...



Mierniki potozenia i rozproszenia préby; przykfady

Niech X oznacza ceche losowa. Niech wartosci x1,za,...,x, oznaczaja n realizacji
tej cechy. Przez x1.n,%2:n,...,ZTn:n beda oznaczane realizacje tej cechy w kolejnosci
od najmniejszej do najwigkszej.

Mierniki potozenia Oznaczenia | Wzér
Srednia T % l":l T
mediana Me T(nt1)/2:n (gdy n nieparzyste)
(T /20 + Trsa41:0)/2 (gdy n parzyste)
dolny kwartyl Q1 T[n/4)in
gbrny kwartyl Q3 T(3n/4]:n
dominanta (moda) | D najczesciej wystepujaca wartos$é
minimium Min T1:m
maksimum Mazx Tn:n

[a] — czesé catkowita liczby a



Mierniki potozenia i rozproszenia préby; przykfady

Niech X oznacza ceche losowa. Niech wartosci x1,za,...,x, oznaczaja n realizacji
tej cechy. Przez x1.n,%2:n,...,ZTn:n beda oznaczane realizacje tej cechy w kolejnosci
od najmniejszej do najwigkszej.

Mierniki rozproszenia Oznaczenia | Wzér

rozstep R Max — Min
wariancja S2 ﬁ > (z—2)?
odchylenie standardowe S Vs2

odchylenie przecietne d % Shqlri—x
odchylenie éwiartkowe Q %
wspétczynnik zmiennosci | V %100%




Whioskowanie statystyczne polega
na wnioskowaniu o populacji na
podstawie préby

Przykfad

Badamy rozkfad wartosci cechy w populacji na podstawie préby 100 elementowej.
Srednia z proby & = 4.717641. W tym przyktadzie wiadomo, ze $rednia populacyjna
=25

20

liczebnost
10

= 11 TN T INN T T T T

f I I l 1
2 3 4 5 6 7




Whioskowanie statystyczne polega
na wnioskowaniu o populacji na
podstawie préby

Przykfad

Badamy rozktad wartosci cechy w populacji na podstawie préby 1000000 elementowej.
Srednia z préby = 5.000585. W tym przyktadzie wiadomo, ze $rednia populacyjna
=25

liczebnosc
10000 20000

0




Estymacja punktowa

Niech X1, X2,..., Xy oznacza prébe z populacji oraz 6 parametr charakteryzujacy te
populacje. Na podstawie préby chcemy oszacowaé (przyblizy¢) warto$é parametru 6.

Estymator punktowy jest funkcja préby. Przybliza warto$¢ parametru 6:

6=0(X1,Xz,...,Xn)



Estymacja punktowa parametréw cechy X ~ N(u,o?)

Estymator Sredniej x — $rednia arytmetyczna

X =

“ X114+ X
" n
=1

Estymator wariancji 02 — wariancja prébkowa

Estymator odchylenia standardowego o

S =vSs2



Estymacja punktowa parametru p cechy X ~ D(p)

Niech n oznacza liczbe obiektéw wylosowanych z populacji, wéréd ktérych znalazto sie
k obiektéw, ktére posiadaja wyrézniong wtasciwosé. Przyjmujac, ze p oznacza
prawdopodobienstwo wylosowania z populacji obiektu o wyréznionej wtasciwosci
mamy:

3

k
n

Uwaga. Przyjmujac dla i =1,2,...,n, z¢ P(X; =1) =p=1— P(X; = 0), mamy
p=X.



Estymacja przedziatowa

Przedziat ufno$ci (estymator przedziatowy) jest przedziatem o koricach zaleznych od
préby, ktéry z pewnym z géry zadanym prawdopodobiefistwem 1 — o pokrywa
nieznang wartos¢ parametru 0:

P{Oc(0(X1,...,Xn),0(X1,...,. Xo))}>1—a (V0).

Poziom ufnosci jest to ustalone prawdopodobieistwo 1 — a.

llustracja estymacji przedziatowej parametru § = 0.5 (oznaczonego pionowa niebieska
linig) na poziomie ufnosci 1 — a = 0.9

o ]
("8}

40

30
|

Nr eksperymentu

10




Populacja z wyrézniong cecha X

Przedziat ufnosci dla sredniej 11 w rozkfadzie normalnym N (u, 02)

Wariancja o2 jest nieznana

Poziom ufnosci: 1 — «

(X —t(l—a/2n— 1)%,)_(+t(1 —a/2;n — l)ﬁ)

t(~y; v) jest stablicowanym kwantylem rzedu « rozktadu ¢ (¢-Studenta) z v stopniami

swobody.

Kwantyl
rozktadu t— Studenta
2l
v | 0.9500 0.9750 0.9875 0.9950
8 | 1.8595 2.3060 2.7515 3.3554
9 | 1.8331 2.2622 2.6850 3.2498
10 1.8125 2.2281 2.6338 3.1690




Przyktad

Na podstawie préby 1.1, 1.2, 0.8, 0.9, 1.2, 1.3, 1.0, 0.7, 0.8, 1.0 oszacowa¢ wartos$¢
érednia p rozktadu obserwowanej cechy X ~ N(u,c?), na poziomie ufnosci
1—a=0.95.

1.14+12+---+1.0

T = =1.0
10
D (@i —2)? = (1.1-1.0)% 4+ + (1.0 — 1.0)> = 0.36
2= 036 0.04, s =Vs2=0.2
10-1

£(0.975;9) = 2.2622

2
t(0.975;9)% = 2.26223—5 =0.14
n

(1—0.14,1+0.14) = (0.86,1.14)

Whiosek. Srednia warto$¢ cechy jest jaka$ liczba z przedziatu (0.86,1.14). Zaufanie
do tego wniosku wynosi 95%.



Przedziat ufnosci dla wariancji w rozktadzie normalnym
Srednia p jest nieznana
Poziom ufnosci: 1 — «

(X —-X)? (X - X)?

i 7

X3(§5n—1)" x2(1 - §in—1)

X2 (o v) jest stablicowana wartoécia krytyczna rozktadu chi—kwadrat z v stopniami
swobody.

Wartosci krytyczne x2(a;r)

v @

0.975 0.950 0.050 0.025
8 | 2.1797 2.7326 155073 17.5345
9 | 27004 3.3251 16.9190 19.0228

10 | 3.2470 3.9403 18.3070 20.4832




Przyktad
Na podstawie préby 1.1, 1.2, 0.8, 0.9, 1.2, 1.3, 1.0, 0.7, 0.8, 1.0 oszacowac

zréznicowanie rozktadu obserwowanej cechy.

1.14+124---41.
= + + +1.0 —1.0
10

Z(wi —7)?=(1.1-1.0)> 4+ --- 4 (1.0 — 1.0)> = 0.36

0.36
s? = =004, s=Vs2=02

10-1
Poziom ufnoéci 1 — a = 0.95, czyli o = 0.05.
Y2(Zin — 1) = x2(0.025;9) = 19.0228

2
x2(1 - %;n —1) = x3(0.975;9) = 2.7004

19.0228  2.7004

0.36 0.36
( ) = (0.019,0.133)
Whiosek. Wariancja cechy jest liczba z przedziatu (0.019,0.133). Zaufanie do tego

whniosku wynosi 95%.



Estymacja prawdopodobieristwa sukcesu

Przedziat przyblizony

<p—uJ’9(1T”)p+u¢puTm>

Kwantyle u, rozktadu normalnego N (0, 1)

a 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
096 | 1.7744 1.7866 1.7991 1.8119 1.8250
0.97 | 1.9110 1.9268 1.9431 1.9600 1.9774
0.98 | 2.0969 2.1201 2.1444 21701 2.1973
0.99 | 2.4089 2.4573 25121 25758 2.6521

Na przyktad ug 975 = 1.96



Populacja 1, cecha X3

Populacja 2, cecha X»

Oznaczenia

Préby: Xi1,...,X1n,; Xo1,..., Xon,




Ocena réznicy miedzy Srednimi ;1 — po

Ocena punktowa: X1 — Xo

Zatozenia:

1. X1 ~ N(p1,0%), Xo ~ N(u2,03)
2. X1, X2 s3 niezalezne

2 _ 2
3. oy =03

Przedziat ufnosci (poziom ufnosci 1 — «)

(X1 — Xo —t(1 —a/2;n1 +n2 — 2)sr, X1 — Xo +t(1 —a/2;n1 +na — 2)s;)



Przyktad. Z dwéch populacji pobrano préby: 60, 62, 65, 63, 60 oraz 58, 53, 57, 56,
61. Oceni¢ réznice $rednich.

5 5
z = 6272(211 —%1)? = 18,32 = 57, Z(fbm —Z3)% =34
=1

i—1
18 + 34 1 1
2
= 2T (241 2) =26
T 5 t5—2 (5 5)
t(0.975; 8) = 2.3060;t(0.975; 8)s, = 3.72

(62 — 57 —3.72,62 — 57 4 3.72) = (1.28,8.72)

Whiosek. Réznica srednich jest liczba z przedziatu (1.28,8.72)



Ocena r6znicy frakcji p1 — p2

Zatozenia: X1 ~ D(p1), X2~ D(p2)
Cechy X1, X2 s3 niezalezne

Préba 1: Xi1,X12,...,X1n, (X1; =01ub 1)
Préba 2: )(vgl,)(gg7 . -7X2n2 (Xgi =0 lub 1)

k=310 X
ky =377 Xo;

Ocena punktowa: p1 — p2 = % — ’LZ

Przyblizony przedziat ufnosci (poziom ufnosci 1 — «)

N p1(1—p1) | po(l—p
p1p2iulg\/p1(n1 P1) +p2(n2 2)



lloraz frakgji: % (ryzyko wzgledne)

D1 1—p1  1—p2
In T) :t Uy« N + N
(PQ 2 n1p1 na2p2

Przykfad: Poréwnanie lekarstw ze wzgledu na odsetek oséb, ktére nie reaguja na
podany lek
pi | p2 | pi—p2 | p1/p2 |
0.01 | 0.001 0.009 10
0.410 ‘ 0.401 ‘ 0.009 ‘ 1.02 ‘




Rozktad prawdopodobienstwa oraz dane

Y | Y
X P11 P12 X ni11 nie
P21 p22 n21 n22

lloraz szans § = P11/P12
p21/P22

P11/Pr2 _

Estymator ilorazu szans § = 11712 =
P21/P22

Przedziat ufnosci dla In(6)

niin22

nia2mn2i

A 1
) i\/ s



Weryfikacja hipotez statystycznych

Btad | rodzaju
Btad wnioskowania polegajacy na odrzuceniu hipotezy, gdy w
rzeczywisto$ci jest ona prawdziwa.

Btad Il rodzaju
Btad wnioskowania polegajacy na nieodrzuceniu hipotezy, gdy
w rzeczywisto$ci jest ona fatszywa.

Decyzja o hipotezie
Hipoteza ‘ nie odrzucié odrzucié
prawdziwa prawidtowa btedna
fatszywa btedna prawidtowa




Btad | rodzaju kontroluje sie przez zadanie matej wartosci dla poziomu istotnosci.
Poziom istotnosci jest to gérne ograniczenie prawdopodobienstwa popetnienia btedu |
rodzaju.

Btedu Il rodzaju nie mozna kontrolowaé w taki sposéb, jak btad | rodzaju. W praktyce
nie wiadomo, ile doktadnie wynosi prawdopodobienstwo popetnienia tego btedu.



Poréwnanie Sredniej z norma

Cecha X ma rozktad normalny N(p,o?)
Srednia ju oraz wariancja 02 sa nieznane

Ho: p=po
Test Studenta (poziom istotnosci «)

Préba: X1,...,Xn

Statystyka testowa

Jezeli |temp| > (1 — a/2;n — 1), to hipoteze odrzucamy.



Przykfad. W biochemicznym doswiadczeniu badano czas zycia komérek w pewnym
$rodowisku. Dokonano o$miu pomiaréw uzyskujac wyniki (w godzinach): 4.7, 5.3, 4.0,
3.8, 6.2, 5.5, 4.5, 6.0. Czy mozna uzna¢, ze $redni czas zycia komérek w badanym
Srodowisku wynosi 4 godziny?

Cecha X — czas zycia komérki (X ~ N(u,02))
Hoy:p=14

Test Studenta; poziom istotnosci a = 0.05

Z =05, s =0.891227, temp = 3.1736, ¢(0.975;7) = 2.3646
Weryfikacja: Poniewaz temp > t(0.975;7), odrzucamy hipoteze

Whiosek: $redni czas zycia komérek w badanym s$rodowisku nie wynosi 4 godziny.



Poréwnanie zréznicowania z norma

Cecha X ma rozktad normalny N(u,o?)
Srednia p oraz wariancja 0 s3 nieznane

2 2
Hy:0" =0y

Statystyka chi—kwadrat (poziom istotnosci a)
Préba: X1,..., X,

Statystyka testowa Xan, = ~——5——

Wartosci krytyczne x?(1 — $5n — 1), x*($5n—1)

Jezeli xgmp <x%(1 - Sim—1) lub xgmp > XQ(%;nf 1) to hipoteze Hy : 02 = 02

odrzucamy.



Poréwnanie frakgcji z norma

Cecha X ~ D(p)
p nie jest znane

Ho: p=po
Statystyka testowa

D —Dpo

Uemp = —F———
/ po(1—po)
n

Warto$¢ krytyczna: up_g

Jezeli |uemp| > uj_g, to hipoteze odrzucamy.



Przyktad. Dziesieé lat temu odsetek dzieci chorych na astme wynosit 4%. Czy
odsetek ten ulegt zmianie, jezeli w prébie dwustu dzieci rozpoznano osiemnascie
przypadkéw astmy?

Niech X oznacza liczbe przypadkéw astmy wéréd wylosowanych dzieci.
Mozemy zatozy¢, ze X ~ B(200,p), gdzie p oznacza prawdopodobiefistwo
wylosowania dziecka chorego na astme.

Cel: Zweryfikowa¢ hipoteze Hy : p = 0.04

Zadaje poziom istotnosci @ = 0.05.

Wyznaczam p = 0.09, temp = —22=004__ — 9887 g g75 = 1.96

0.04(1-0.04)
V— =200
Poniewaz |uemp| > w0.975, hipoteze odrzucamy.

Whiosek: Odsetek dzieci chorych na astme ulegt zmianie.



Poréwnanie érednich

Cecha X1 ma rozktad normalny N(,ul,a'%)
Cecha X3 ma rozktad normalny N(p2,03)
Srednia ju1 oraz wariancja U% s3 nieznane
Srednia po oraz wariancja a% s3 nieznane

2 _ 2
oy =05

Ho:pr = peo
test t—Studenta
X -X
Sr

temp -

Wartosé¢ krytyczna t(1 — a/2;n1 + ng — 2)
Jezeli |temp| > t(1 — a/2;n1 + na — 2), to hipoteze Hp : p1 = p2 odrzucamy



Poréwnanie frakcji

Cecha X1 ma rozktad dwupunktowy D(p1)
Cecha X ma rozktad dwupunktowy D(p2)

Ho: p1=p2
Statystyka testowa
P1— P2
Uemp = 1 1

gdzie

Jezeli |uemp| > uy_q /2, to hipoteze Hp : p1 = p2 odrzucamy



MODEL REGRESJI LINIOWE]J
Przyjmujemy nastepujacy model:
Y = Bo+ pizi +ei, i=1,2,...,n,

gdzie g;, ¢=1,2,...,n, s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie N(0,02).



MODEL REGRESJI LINIOWE]J
Przyjmujemy nastepujacy model:
Y = Bo+ pizi +ei, i=1,2,...,n,

gdzie g;, ¢=1,2,...,n, s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie N(0,02).

Uwagi
> Y1,Ys,...,Y,, sa zmiennymi losowymi, a y1,¥y2,...,Yn S3 ich realizacjami.

» Model dotyczy rozktadu warunkowego Y| X = z.



Metoda najmniejszych kwadratéw
Parametry B oraz 31 dobieramy tak, aby Sredniokwadratowy btad dopasowania,
mianowicie Y, €2 = 3", (y; — Bo — B1z;)?, byt minimalny. W ten sposéb dobrane
parametry oznaczamy przez Bo oraz ﬁl. Wyrazaja sie one wzorami

po_ i@ D)W —Y) 5 G- iz
517—2 FRSERT Bo B1

D Wi —Bo—Biz)® = (1 -1 (v —9)°,

i @

Zachodzi

gdzie
i@ — 2)(y: —9)
Vi = 5:)? 22, (2 — 7)?

r=




Wspdtczynnik r jest miernikiem zaleznosci liniowe;j.

> Yo, a B r= 0034




Estymacja

> BO, ﬁl s oszacowaniami punktowymi parametréw [3o oraz (1.



Estymacja

» Oszacowania przedziatowe dla By oraz 31 s3 postaci
B1 € (B1 —t(asn —2)Ss,, B1 + t(o;n — 2)S,)

Bo € (Bo — t(asn —2)Sg,, o + t(asn — 2)Sg,)

gdzie
52 S?  varz
52 — 7 2 _ < + :Y:2)
P17 varz Bo " varz \ n
g2 _ vary — Bicov(z,y) _ vary(1—1r?)

n—2 n—2



Weryfikacja hipotez

Hp:81=0
H1 H ﬁl 7£ 0
Statystyka testowa
Femp _ % _ BlCOV(I,y)
Sg 52
1

Hipoteze odrzucamy, jezeli Femp > F(a;1,n — 2).

F(o;1,n — 2) jest wartoscia krytyczna rozktadu F.



Weryfikacja hipotez

Ho:B1=a
Hyi:B1#a

Statystyka testowa

_Bi-a

temp =

Hipoteze odrzucamy, jezeli [temp| > t(ca;n — 2).

t(a;n — 2) jest wartoscig krytyczna rozkfadu t—Studenta.



Obszar ufnosci dla prostej regresji oraz obszar predykcji




Obszar ufnosci dla prostej regresji

Obszar ufnosci dla prostej regresji umozliwia nam wnioskowanie o wartosciach
$rednich zmiennej Y jednoczesnie dla wielu wybranych wartosci zmiennej X.
f(@) € (f(z) = tasn = 2)Sy; f(x) + t(a;n — 2)Sy)
gdzie R . .
f(@) =Bo + Prz

S%:SQ(%+M)

varx



Obszar predykgcji

Obszar predykcji umozliwia nam wnioskowanie o wartosciach zmiennej Y jednoczesnie
dla wielu wybranych wartosci zmiennej X.

Y(z) € (f(z) — tla;n — 2)Sy (z); f(z) + t(asn — 2)Sy (1))

gdzie Y (x) oznacza warto$¢ zmiennej Y dla wybranej wartoéci = zmiennej X oraz

2 o2 1| (z—5)?
2y =S (1+;+7

varx
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