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Przedmiot

Metoda reprezentacyjna (lub reprezentatywna) jest czeSciowym ba-
daniem statystycznym opartym na prébie pobranej ze zbiorowosci
generalnej w sposéb losowy. Z teoretycznego i praktycznego punktu
widzenia metoda ta jest najbardziej prawidtowa formg badania cze-
Sciowego. W metodzie reprezentacyjnej dokonuje sie wyboru préby
na dwa sposoby. Moze to by¢é wybdr przez losowanie, albo przez
celowa selekcje.
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Literatura

Literatura
e Ravindra Singh, Naurang Singh Mangat (1996), Elements of
Survey Sampling, Originally published by Kluwer Academic Pu-
blishers in 1996, Springer Science-+Business Media Dordrecht.
@ Thompson M.E. (1997), Theory of Sample Surveys, Ori-
ginally published by Chapman & Hall in 1997, Springer-
Science+Business Media, B.Y.
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@ Element jest jednostka badania.
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Podstawowe pojecia
@ Element jest jednostka badania.
@ Populacja lub zbiorowo$¢ statystyczna jest zbiorem elementéw.
e Jednostkami losowania s3 roztaczne podzbiory elementéw po-
pulacji.

o Wykaz wszystkich elementéw populacji nazywamy operatem
losowania lub krétko operatem.
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Podstawowe pojecia
@ Element jest jednostka badania.
@ Populacja lub zbiorowo$¢ statystyczna jest zbiorem elementéw.

e Jednostkami losowania s3 roztaczne podzbiory elementéw po-
pulacji.

o Wykaz wszystkich elementéw populacji nazywamy operatem
losowania lub krétko operatem.

Podzbiér populacji nazywamy préba.
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@ Zbiér informacji o kazdej jednostce populacji nazywamy spi-
sem.
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Podstawowe pojecia

@ Zbiér informacji o kazdej jednostce populacji nazywamy spi-
sem.

@ Liczba jednostek (niekoniecznie roztacznych), z ktérych sktada
sie préba nazywamy rozmiarem tej proby i najczesciej ozna-
czana jest przez n, natomiast liczbe jednostek populacji nazy-
wamy rozmiarem populacji i oznaczamy jg przez N. lloraz
n/N jest nazywany frakcja losowania.
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Podstawowe pojecia

@ Zbiér informacji o kazdej jednostce populacji nazywamy spi-
sem.

@ Liczba jednostek (niekoniecznie roztacznych), z ktérych sktada
sie préba nazywamy rozmiarem tej proby i najczesciej ozna-
czana jest przez n, natomiast liczbe jednostek populacji nazy-
wamy rozmiarem populacji i oznaczamy jg przez N. lloraz
n/N jest nazywany frakcja losowania.

@ Metode wedtug ktérej losujemy probe z populacji, nazywamy
schematem losowania.

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne



@ Jezeli jednostki w prébie s3 wybrane zgodnie z pewnym mecha-
nizmem losowym, taki mechanizm nazywam wyborem proba-
bilistycznym.
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@ Jezeli jednostki w prébie s3 wybrane zgodnie z pewnym mecha-
nizmem losowym, taki mechanizm nazywam wyborem proba-
bilistycznym.

@ Procedura wyboru préby bez zastosowania mechanizmu loso-
wego nazywamy wyborem nieprobabilistycznym.
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e W losowaniu prostym ze zwracaniem (Ipzz), jednostki s3 lo-
sowane kolejno z populacji, przy czym po kazdym pojedynczym
losowaniu jednostka jest zwracana do populagji.
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e W losowaniu prostym ze zwracaniem (lpzz), jednostki s3 lo-
sowane kolejno z populacji, przy czym po kazdym pojedynczym
losowaniu jednostka jest zwracana do populacji.

e W losowaniu prostym bez zwracania (Ipbz), jednostki s lo-
sowane kolejno z populacji, przy czym zadna z wylosowanych
jednostek nie jest zwracana do populacji przed nastepnym lo-
sowaniem.
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Zadanie 1
W tabeli zamieszczono wagi czterech noworodkéw (w funtach):

Dziecko A B C D
Waga 55 80 65 7.0
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W tabeli zamieszczono wagi czterech noworodkéw (w funtach):

Dziecko A B C D
Waga 55 80 65 7.0

@ Wypisz wszystkie mozliwe proby rozmiaru 2 w schemacie Ipzz.
Przy kazdej prébie zapisz wagi odpowiednich jednostek.
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W tabeli zamieszczono wagi czterech noworodkéw (w funtach):

Dziecko A B C D
Waga 55 80 65 7.0

@ Woypisz wszystkie mozliwe préby rozmiaru 2 w schemacie Ipzz.
Przy kazdej prébie zapisz wagi odpowiednich jednostek.

@ Wypisz wszystkie mozliwe préby rozmiaru 2 w schemacie Ipbz.
Przy kazdej prébie zapisz wagi odpowiednich jednostek.
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Zadanie 2

Powierzchnie (w hektarach) szesciu wsi przedstawia tabela:

Wied A B C D E F
Powierzchnia 760 343 657 550 480 935
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Powierzchnie (w hektarach) szesciu wsi przedstawia tabela:

Wies A B C D E F
Powierzchnia 760 343 657 550 480 935

@ Wypisz wszystkie mozliwe préby rozmiaru 3 w schemacie Ipzz.
Przy kazdej prébie zapisz powierzchnie odpowiednich jednostek.
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Powierzchnie (w hektarach) szesciu wsi przedstawia tabela:

Wies A B C D E F
Powierzchnia 760 343 657 550 480 935

@ Wypisz wszystkie mozliwe préby rozmiaru 3 w schemacie Ipzz.
Przy kazdej prébie zapisz powierzchnie odpowiednich jednostek.

@ Wypisz wszystkie mozliwe préby rozmiaru 3 w schemacie Ipbz.
Przy kazdej prébie zapisz powierzchnie odpowiednich jednostek.
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e Populacja U = {ui,ug,...,un}
o CechaY : U - R
e Parametr populacji Y = {Y¥1,Ya,...,Yn}

o Funkcja parametryczna T : Y — R







o Wartos¢ globalna Y = SN | y;




o Wartos¢ globalna Y = SN | y;
@ Srednia Y = + Ef;l Y;




o Wartos¢ globalna Y = SN | y;
@ Srednia Y = + Ef;l Y;

o Wariancja 02 = 15 2N (V; — ¥)?




o Wartos¢ globalna Y = SN | y;
@ Srednia Y = + Ef;l Y;
o Wariancja 02 = 15 2N (V; — ¥)?

o Warto$¢ najwieksza max{Y; : i =,..., N}
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Parametry

o Kazda funkcja rzeczywista okreslona na jednostkach populacji
jest parametrem populacji lub krétko parametrem.

Niech Y7,Ys, ..., YN beda wartoSciami cechy Y dla N jedno-
stek populacji.

N
< : : = 1
Srednia populacyjna: p=Y = N Z;YZ

N
1 _
Wariancja populacyjna: o2 = —— Z(Yz ~-Y)?
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Statystyka

Estymacja/Oszacowanie

o Kazda funkcja rzeczywista okre$lona na jednostkach proby jest
statystyka. Stosuje sie ja do oszacowania parametru populacji
i nazywa estymatorem.

Niech #1,%2,...,yn beda wartoéciami cechy Y w
n—elementowej probie.

1 n
$rednia prébkowa: § = — Zyz
®

1
wariancja prébkowa: 6% = s = Z(yz —7)°
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Plan losowania

Rozwazmy wszystkie proby s bedace podzbiorami ¢ = {1,..., N}.
Oznaczmy przez S kolekcje wszystkich podzbioréw s zbioru . Pla-
nem losowania nazywamy rozktad prawdopodobienstwa na S. Z
kazda préba s zwigzane jest prawdopodobienstwo p(s) wylosowania
tej proby. Kazde p(s) is wartoscia z przedziatu [0, 1] oraz

Zp(s) = 1.

SES
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Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
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Plan losowania

(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
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Prawdopodobienstwem pierwszego rzedu dla elementu j nazy-
wamy prawdopodobienstwo wylosowania z populacji elementu j:
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(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

w4 || 0.5000 | 0.2427 | 0.4748 | 0.5237 | 0.6046
wp || 0.5000 | 0.6129 | 0.3389 | 0.5958 | 0.2848
mc || 0.5000 | 0.4655 | 0.5925 | 0.6036 | 0.4587
mp || 0.5000 | 0.6788 | 0.5938 | 0.2769 | 0.6518
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Prawdopodobienstwem drugiego rzedu dla elementu j oraz k jest
prawdopodobienstwo wylosowania elementu j oraz k:

k= > ps)

s: j,k€s




z1,...,2N: wartosci pewnej cechy Z




z1,...,2N: wartosci pewnej cechy Z
E,: wartos¢ oczekiwana wedtug planu losowania p




z1,...,2N: wartosci pewnej cechy Z
E,: wartos¢ oczekiwana wedtug planu losowania p
DIa proby s suma prébkowa Z jest Y

jEs

N
Y H|=E |zl
JEs j=1
N N
Z 1(5 € s) szﬂj
g=1 7j=1




o Jezeli zj =11to ) ... 2z; =n(s) jest proba rozmiaru n(s) oraz

JEs

N
Eyn(s)) = Y,
j=1
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Plan losowania

o Jezeli zj =110 ), zj = n(s) jest proba rozmiaru n(s) oraz

N
Ey(n(s)) =)
j=1

@ Dla planu losowania o statym rozmiarze préby n, prawdopodo-
bienstwa pierwszego rzedu sumuja sie do n

N
En=n= g j
Jj=1
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(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
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Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

w4 || 0.5000 | 0.2427 | 0.4748 | 0.5237 | 0.6046
wp || 0.5000 | 0.6129 | 0.3389 | 0.5958 | 0.2848
mc || 0.5000 | 0.4655 | 0.5925 | 0.6036 | 0.4587
mp || 0.5000 | 0.6788 | 0.5938 | 0.2769 | 0.6518
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@ Dla danej populacji oraz danego schematu losowania zbiér moz-
liwych wartosci estymatora tacznie z odpowiednimi prawdopo-
dobienstwami realizacji tych wartosci nazywamy rozktadem
prawdopodobienstwa tego estymatora.
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(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
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Srednia
prébkowa
6.75 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
6.00 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.50 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
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Srednia

prébkowa
6.75 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
6.00 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.50 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

Srednia populacyjna: 6.75
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@ Roéznice pomiedzy uzyskang z proby wartoscia estymatora a war-
toscig parametru populacji nazywamy btedem losowym. Jezeli
0 jest parametrem populacji oraz éjest jego oszacowaniem, to
6—6 jest btedem losowym.
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btad
0.00 || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
-0.75 || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
-0.50 || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
0.50 || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
0.75 || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
0.00 || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
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o Estymator éjest nieobcigzony dla parametru 6, jezeli

Ef=6




o Estymator éjest nieobcigzony dla parametru 6, jezeli

Ef=6

o Jezeli Ep(é) # 0, to estymator 6 jest obcigzony. Obciazeniem
parametru 6 nazywamy réznice

B,(8) = Ey(6) 0
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6.75 || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355

6 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.5 || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

6.75 || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355

6 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.5 || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
E, 6.75 7.008 | 6.6653 | 6.7543 | 6.5743
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Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

6.75 || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355

6 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.5 || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
E, 6.75 7.008 | 6.6653 | 6.7543 | 6.5743
B, 0 0.258 | -0.0847 | 0.0043 | -0.1757
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o Wariancja estymatora 6 wzgledem planu losowania p:

Vary(0) = E,(6 — Ef)?




Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Statystyka

Podstawowe wtasnosci

@ Wariancja estymatora 0 wzgledem planu losowania p:
Vary(0) = E,(6 — Ef)?

e Btad sredniokwadratowy (MSE) mierzy rozbiezno$¢ wartosci
estymatora od rzeczywistej wartosci parametru:

MSE,(f) = E,(6 — 6)*
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

6.75 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355

6 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.5 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

6.75 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
6 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.5 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
Vary, 0.2708 | 0.2495 | 0.2476 | 0.2372 | 0.2514
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

6.75 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
6 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.5 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
Vary, 0.2708 | 0.2495 | 0.2476 | 0.2372 | 0.2514
MSE, || 0.2708 | 0.3161 | 0.2548 | 0.2372 | 0.2823
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o Niech 6, oraz 6 beda estymatorami parametru 6. Wzgledng
efektywno$¢ estymatora #5 w stosunku do estymatora 6; de-
finiujemy nastepujaco




The Estymator Horvitza-Thompsona (estymator HT) $redniej po-

pulacyjnej:

. 1 Yj
HHT = N Z 7T_g
JES




The Estymator Horvitza-Thompsona (estymator HT) $redniej po-

pulacyjnej:
X 1 Yj
HHT = &7 Z ’/Tj
JES

Estymator HT jest nieobcigzony dla p = % > j=1Y;




Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

Plan losowania

The Estymator Horvitza-Thompsona (estymator HT) $redniej po-
pulacyjnej:
i — LN Y
HHT = N 27,
JES

Estymator HT jest nieobcigzony dla p = = ZN b

Pokazalismy, ze Ej,(D_ ;¢ 25) = E;V 1 Z§T;
Wystarczy podstawi¢ z; = y;/7;
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Plan losowania jest zréwnowazony jezeli prawdopodobienstwa
pierwszego rzedu s3 sobie réwne.




Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Plan losowania

Plan losowania
Plan losowania jest zréwnowazony jezeli prawdopodobienstwa
pierwszego rzedu s3 sobie réwne.

Dla planu losowania, ktéry jest zréwnowazony oraz rozmiar préby
jest staty Srednia z préby jest nieobciazonym estymatorem Sredniej
populacyjne;.
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Dla proby s: $rednia z préby s = = > e, Uj




Dla proby s: $rednia z préby s = = > e, Uj

Poniewaz n = Z;\;l 7; oraz wszystkie m; s3 réwne: m; = 1




Dla proby s: $rednia z préby s = = > e, Uj

n

. . N . p o
Poniewaz n = ) .| m; oraz wszystkie m; s réwne: m; = &

j=1
Estymator HT jest Srednia z préby:

. 1 yj 1 _
:UfHT—NE wj_ng Y=Y
JES JES




Zadanie 3

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaty od-
powiednio 5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyzna-
czy¢ rozktad prawdopodobienstwa sredniej 4 liczonej z préby dwoch
(n = 2) kréw, wylosowanych zgodnie ze schematem Ipbz oraz Ipzz.




Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Statystyka

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaty od-
powiednio 5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyzna-
czy¢ rozktad prawdopodobienstwa Sredniej g liczonej z proby dwéch
(n = 2) kréw, wylosowanych zgodnie ze schematem Ipbz oraz Ipzz.

@ Wyznaczy¢ P(g > 5.9).
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Statystyka

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaty od-
powiednio 5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyzna-
czy¢ rozktad prawdopodobienstwa Sredniej g liczonej z proby dwéch
(n = 2) kréw, wylosowanych zgodnie ze schematem Ipbz oraz Ipzz.

@ Wyznaczy¢ P(g > 5.9).

@ Woyznaczy¢ wariancje estymatora .
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Statystyka

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaty od-
powiednio 5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyzna-
czy¢ rozktad prawdopodobienstwa Sredniej g liczonej z proby dwéch
(n = 2) kréw, wylosowanych zgodnie ze schematem Ipbz oraz Ipzz.

@ Wyznaczy¢ P(g > 5.9).
@ Woyznaczy¢ wariancje estymatora .
o

Wyznaczy¢ $rednig populacyjna p oraz btad Sredniokwadratowy
MSE(y) = E(§ — n)*.
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Statystyka

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaty od-
powiednio 5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyzna-
czy¢ rozktad prawdopodobienstwa Sredniej g liczonej z proby dwéch
(n = 2) kréw, wylosowanych zgodnie ze schematem Ipbz oraz Ipzz.

@ Wyznaczy¢ P(y > 5.9).
@ Woyznaczy¢ wariancje estymatora .
o

Wyznaczy¢ $rednig populacyjna p oraz btad Sredniokwadratowy
MSE(g) = E(§ — p)*.
© Naszkicowa¢ dystrybuante estymatora g.
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Zadanie 3 cd.

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaty od-
powiednio 5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyzna-
czy¢ rozktad prawdopodobienstwa Sredniej g liczonej z préby dwdch
(n = 2) kréw, wylosowanych zgodnie ze schematem Ipbz oraz Ipzz.




Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Statystyka

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaty od-
powiednio 5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyzna-
czy¢ rozktad prawdopodobienstwa Sredniej y liczonej z proby dwéch
(n = 2) kréw, wylosowanych zgodnie ze schematem Ipbz oraz Ipzz.

© Sprawdzi¢ czy estymator g Sredniej mlecznosci kréw jest nieobcia-

. _ 7
zony (Ey = p).
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Statystyka

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaty od-
powiednio 5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyzna-
czy¢ rozktad prawdopodobienstwa Sredniej y liczonej z proby dwéch
(n = 2) kréw, wylosowanych zgodnie ze schematem Ipbz oraz Ipzz.

© Sprawdzi¢ czy estymator g Sredniej mlecznosci kréw jest nieobcia-
. _ 7
zony (Ey = p).

O Niech 62 = 15"  (y; — )? bedzie estymatorem o®. Wyznaczy¢
obcigzenie tego estymatora.
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Zadanie 4

Oszacowanie btedu $redniokwadratowego estymatora 0, oraz 6, wy-
nosi odpowiednio 4861.79 oraz 5258.62. Wyznaczy¢ wzgledna efek-
tywno$¢ estymatora 5 w stosunku do estymatora 6. Ktory esty-
mator jest efektywniejszy?




Niech @ bedzie nieobcigzonym estymatorem 6 o wariancji Var(6)




Niech @ bedzie nieobcigzonym estymatorem 6 o wariancji Var(6)

Dla duzych N oraz duzych n

fma w przyblizeniu rozktad N (9, Var(é))




Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Przyblizony przedziat ufnosci

Centralne twierdzenie graniczne

Niech 6 bedzie nieobcigzonym estymatorem 6 o wariangji Var(é)

Dla duzych N oraz duzych n

Oma w przyblizeniu rozktad N <0, Var(é))

réwnowaznie
6—06

— ma w przyblizeniu rozktad N (0,1)
Var(0)

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne



Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Przyblizony przedziat ufnosci

Zpopulacji rozmiaru N = 10000 wylosowano 1000 prébek rozmiaru
n = 500.
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Przyblizony przedziat ufnosci

Zpopulacji rozmiaru N = 10000 wylosowano 1000 prébek rozmiaru
n = 500.

Dla kazdej probki wyznaczono warto$¢ estymatora HT.
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Wstep
Estymator

Losowanie proste CTG i przedziat ufnosci
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Przyblizony przedziat ufnosci

Zpopulacji rozmiaru N = 10000 wylosowano 1000 probek rozmiaru
n = 500.

Dla kazdej probki wyznaczono warto$¢ estymatora HT.

Z wyznaczonych wartosci skonstruowano histogram.
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CTG i przedziat ufnosci

Przyblizony przedziat u
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Niech 1 — v € (0,1) bedzie zadanym poziomem ufnosci.




Niech 1 — v € (0,1) bedzie zadanym poziomem ufnosci.

Wtedy

gdzie u_g jest (1—$)-kwantylem standardowego rozktadu normal-
nego.




Przedziat ufnosci dla 6 na poziomie ufnosci 1 — «

(é —ui—gy/ Var(6),0 + ur—g 4/ Var(é))




Podstawiajac za Var(f) estymator v(0) otrzymujemy

<é o fo@),8+us_s v(é))




Podstawiajac za Var(f) estymator v(6) otrzymujemy
<é —up_ay/v(0),0 +ui_a v(é))

W szczegélnosdci za 1 — a przyjmujemy 0.95. Wtedy o = 0.05 oraz

Uy _0.05 = ug.975 = 1.96
2




Plan eksperymentu nazwiemy losowaniem prostym jezeli wszystkie
prawdopodobienstwa pierwszego rzedu sg sobie réwne:

mj =xforall j €{1,2,...,N}




Estymator nieobcigzony Sredniej populacyjnej p




Niechd = {1,..., N} oraz niech s = (i1,...,iy) (n jest ustalonym
rozmiarem proby). W schemacie Ipzz p(s) = 1/N™ oraz dla danej
préby s mamy

1 .
gzE(y;1+..._|_yin):gz:l/;1(z€s).




‘Dowdd nieobeigzonosci éredniej probkowej (szkic)
N N
nE(y) =Y YEl(i€s) = ZY;P({S (i€ s}) =

=1




‘Dowéd nieobcigzonosci éredniej probkowej (szkic)
N N
=S YiE1(i € 5) =ZK~P({s:i€ s}) =

=1
N
:;Yisg;sp(s ZYS%SN":




‘Dowdd nieobeigzonosci éredniej probkowej (szkic)
N N
nE(y) =Y YEl(i€s) = ZY;P({S (i€ s}) =

=1

DD IR wip IS

S: 1€s s: 1€ES

N
n =
:zYm-Nn_l-—z—ZYi:nY
=1 e Ni:l




Wariancja estymatora ¥

1
Var(y) = 502

Estymator nieobcigzony wariancji estymatora

N

o(g) = -




Estymator nieobcigzony Sredniej populacyjnej p




Niechd = {1,..., N} oraz niech s = (i1,...,iy) (n jest ustalonym
rozmiarem préby). W schemacie Ipbz p(s) = 1/(2]) oraz dla danej
préby s mamy

1 .
gzE(y;1+..._|_yin):gz:l/;1(z€s).




N N
nE(y) =Y YEl(i€s)= ZYiP({S i€ s}) =

=1




‘Dowdd nieobeigzonosci éredniej probkowej (szkic)
N
ZYP {s:ics})=

N
nE(y) = ZYEI i€s)

'Mz i

Yi )

i=1 s: 1€Es

ZY > (n)

S: 1€ES




_
ZYP {s:ics})=

nk(y) =

Y;E1(i € s)

€S

S:

Q_J

-3 S e

= S: 1€ES
1 n N =
oo N g
1=

n




Wariancja estymatora g

Var(g) = (% - %) o

Estymator nieobciazony wariancji estymatora










Wstep

Estymator Ze zwracaniem
Losowanie proste Bez zwracania
Losowanie warstwowe Optymalny rozmiar préby

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie proste bez zwracania

Wariancja estymatora ¢ (wyprowadzenie formuty)

Var@) = E(5-7) =B |23 (u-¥)
;{E i(yi—Y)Q +B | (m-Y) (- 7) }
i=1 i#j
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Wstep

Estymator Ze zwracaniem
Losowanie proste Bez zwracania
Losowanie warstwowe Optymalny rozmiar préby

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie proste bez zwracania

Wariancja estymatora g (wyprowadzenie formuty)

Var(@) = 5 4 0 (4= 7)*+ =g 0 (4-7) (1= 7)
i=1 i#]
1 n—1 _ _
=Nn (N —1)o? N_lgé;(Yz—Y)(Y]—Y)
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Wstep

Estymator Ze zwracaniem
Losowanie proste Bez zwracania
Losowanie warstwowe Optymalny rozmiar préby

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie proste bez zwracania

Wariancja estymatora g (wyprowadzenie formuty)

i=1 i
1 n—1 _ _
= (VN -1)0o? N_lg(yz—y)(yj—y)
1
=5 {W=1) - (n-1)}o*
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Wstep

Estymator Ze zwracaniem
Losowanie proste Bez zwracania
Losowanie warstwowe Optymalny rozmiar préby

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie proste bez zwracania

Wariancja estymatora g (wyprowadzenie formuty)

Var@) = 51 3 (G- F)* + 223 (%~ ) (% - V)

i=1 i#j

N{ RS (- F) (5 7)
{(v

e
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Wstep

Estymator Ze zwracaniem
Losowanie proste Bez zwracania
Losowanie warstwowe Optymalny rozmiar préby

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie proste bez zwracania

Estymacja $redniej za pomoca niepowtarzajacych sie elementéw
Jednostki, ktére s3 powtérzone w losowaniu, nie wnoszg dodatkowej
informacji o szacowanym parametrze. Informacja zawarta w nie-
powtarzajacych sie elementach jest wystarczajaca do oszacowania
Sredniej populacyjnej. Niech vy, ..., y4 odpowiadaja d roztacznym
elementom.
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Estymator $redniej populacyjnej p: yg = }12‘? 1Y
i=1 Y1




Estymator Sredniej populacyjnej u: gq = %Zle Yi

Wariancja estymatora yz: Var(ya) = (E(3) — &) o®




Estymator Sredniej populacyjnej u: gq = }12‘1-1:1 Yi

Wariancja estymatora yz: Var(ya) = (E(3) — &) o®

)3

N2~

Estymator wariancji: v(g4) = (% —
gdzie d > 2 oraz s2 = 715 (i — Ya)




Wstep

Estymator Ze zwracaniem
Losowanie proste Bez zwracania
Losowanie warstwowe Optymalny rozmiar préby

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie proste

Z populacji 69 wsi w losowaniu prostym ze zwracaniem pobrano
nastepujaca probe :

Nr wsi 23 28 54 52 49 6 44 30 10 6 53 66 53 56 6
Liczba traktoréw 7 21 11 8 38 21 29 59 10 21 12 20 12 8 21

Oszacowac przecietng liczbe traktoréw przypadajaca na jedng wies
za pomocy estymatora yg. Wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla prze-
cietnej liczby traktoréw oraz ich tacznej liczby. Zauwazy¢, ze wie$ o
numerze 6 zostata wybrana 3 razy.
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Niech n; bedzie rozmiarem préby wstgpnej wybranej wedtug sche-

matu Ipbz. Niech § = ;= >, y; oraz s = =5 >, (i — §))?
beda parametrami tej proby wstepnej.




Wstep

Estymator Ze zwracaniem
Losowanie proste Bez zwracania
Losowanie warstwowe Optymalny rozmiar préby

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Optymalny rozmiar préby

Proba wstepna

Niech n; bedzie rozmiarem préby wstepnej wybranej wedtug sche-
matu Ipbz. Niech § = -1 5" y; oraz s? = LS (y;, — )2

i ni—1

beda parametrami tej préby wstepne;.

Optymalny rozmiar préby
Nu%_gs2 Nu%_gvﬂ
2 2

~ N2 + ud_ 82 ~ No2 + ud_ov?’
2 2

*

gdzie v = s/y, d jest zadanym btedem dopuszczalnym oraz § = d/3.
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Ply—pl<d)=P@H—-d<p<y+d) =1-a




Ply—pl<d)=P@H—-d<p<y+d) =1-a

P(j—ui—gvVar(y) <p<gy+ui—gy/Var(y) =1-a
gdzie Var(y) = (1/n — 1/N)o? ~ (1/n — 1/N)s?




Ply—pl<d)=P@H—-d<p<y+d) =1-a

P(j—ui—gvVar(y) <p<gy+ui—gy/Var(y) =1-a
gdzie Var(y) = (1/n — 1/N)o? ~ (1/n — 1/N)s?




d/S | a=010 a=0.05 a=0.01

0.01 26343 36994 62221

0.05 1082 1535 2647
0.10 271 384 664
0.20 68 97 166







1
5=t~y
a=0.05 a=0.01

n |a=0.10
164.49% 196.00% 257.58%

100
500 | 73.56%  87.65%  115.19%
1000 | 52.01%  61.98%  81.45%

1500 | 42.47%  50.61%  66.51%




Niech U bedzie suma roztacznych warstw Uy, ..., Ug.




Niech U bedzie suma roztacznych warstw Uy, ..., Ug.

Rozmiary Ny,..., Ny warstw s3 znane: Zthl N, = N.




Niech U bedzie suma roztacznych warstw Uy, ..., Ug.

Rozmiary Ny,..., Ny warstw s3 znane: Zthl N, = N.

Dla kazdego h losujemy bez zwracania prébe rozmiaru ny, z warstwy
U




Niebciazony estymator Sredniej populacyjnej u:

H
st = > Whilh
h=1




Wariancja estymatora g:

Var(gs) = Z W,

H

h=1

2
h

1 1
np Nh




Wariancja estymatora g:

u 11
Va'r(gjst) = ZW}% (’]’L_h — m) 0'}2L

h=1

Nieobciazony estymator wariancji Var(yst):

Soaf 1 1Y,
v(yse) = > Wy o TN ) h

h=1




Niech n bedzie catkowitym rozmiarem préby.
Proporcjonalna alokacja préby:

=n-Wi), =n. - —
np=mn h="N N

dah=1,....H




Nieobcigzony estymator $redniej populacyjnej p:

H
Yst = Z Whgh
h=1




Wariancja estymatora gs;:

1 1\ o
Var(yst) = (ﬁ - N) ZWthzb
h=1




Wariancja estymatora gs;:

1 1\ o
Var(yst) = (ﬁ - N) ZWhU%
h=1

Nieobcigzony estymator wariancji Var(ys;):

1 1\ &
v(Fst) = <ﬁ - N) > Wasj,
h=1




Niech budzet eksperymentu wynosi C'.




Wstep

Estymator .

L - Bez powtérzen
osowanie proste o | Jokaci b
Losowanie warstwowe PETEIE SlEiEd [y

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie warstwowe

Optymalna alokacja proby w losowaniu warstwowym bez powtérzen
z uwzglednieniem kosztow
Niech budzet eksperymentu wynosi C.

Niech ¢y, bedzie jednostkowym kosztem zaobserwowania Y w h—tej
warstwie, h=1,..., H

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie warstwowe

Bez powtérzen
Optymalna alokacja préby

Optymalna alokacja proby w losowaniu warstwowym bez powtérzen
z uwzglednieniem kosztow

Niech budzet eksperymentu wynosi C.

Niech ¢y, bedzie jednostkowym kosztem zaobserwowania Y w h—tej
warstwie, h =1,..., H

Zagadnienie: znalez¢ nq, ..., ny, minimalizujace wariancje
1 1
1% W2 — 2
ar(¥st) hzl h (nh Nh>

przy ograniczeniu

H
Znhch <C
h=1

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne



Mnozniki Lagrange'a:

‘c(nla EERERL) D >‘) =
H H H
Wiop 1 2
Z - _NZWhah_)‘ C_Znhch
h=1 h=1 h=1




Mnozniki Lagrange'a:
ﬁ(nl,...,’nh,A) =

H H H
Wioj, 1 2

STk LS Wit -(0- Y mmen

h=1 h=1 h=1
oL _ Whah+>\ch,h=1,...,H
ony, nh




Uktad réwnan:

2 2
_Ksﬁ_k)\chzo, h,=1,...,H
h

C — py nnen =0




Uktad réwnan:
_Kjiﬂ_hmh:o, h=1,...,H
C - Zthl npcp =0
nt = Whon
Ve




1 M -
i o)




1 M -
im0 v

- WyonC
¥ ,h=1,....,H
Ve Lhe1 Ve Whon ’




Jezeli ¢, = ¢ dla kazdego h, to

C Wh(fh
np = —"-

¢ ZkH=1 Wiow




Jezeli ¢, = ¢ dla kazdego h, to

C WhO'h
np = —"-

¢ ZkH=1 Wiow

Alokacja Neymana




Niech Vj oznacza zadang precyzje estymacji




Wstep

Estymator .

L - Bez powtérzen
osowanie proste o | Jokaci b
Losowanie warstwowe PETEIE SlEiEd [y

Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie warstwowe

Alokacja o zadanej precyzji w losowaniu warstwowym bez powtérzen
Niech Vy oznacza zadana precyzje estymacji

Let ¢ bedzie jednostkowym kosztem zaobserwowania Y w h—tej
warstwie, h =1,... . H

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie warstwowe

Bez powtérzen
Optymalna alokacja préby

Alokacja o zadanej precyzji w losowaniu warstwowym bez powtdérzen

Niech Vy oznacza zadana precyzje estymacji

Let ¢ bedzie jednostkowym kosztem zaobserwowania Y w h—tej
warstwie, h =1,... . H

Zagadnienie: wyznaczy¢ ni,...,n, minimalizujace koszt

H
D mnc
h=1

przy ograniczeniu
T
Var(a) =Y ( - ) Wioh < Vo

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Mnozniki Lagrange'a:

L(ni,...,np,A) =
H H 1 1
npch + A (———>W202—V




Mnozniki Lagrange'a:

L(ni,...,np,A) =

1 1

= — — \w?
T Nh) hOh
pod
7’1,2 ) )

h




Uktad réwnan:

cp — \YaTh "h—o h=1,...,H

£ e e




Uktad réwnan:

1__/E
ny o VAWyop,




M=
2|~

Wicl+Vy

=
I
—

S-

i
> VenWhon







Jezeli ¢, = ¢ dla dowolnego h, to

Sl Wioy,
Vo + % ZkH=1 Wk"l%

np, = WS




Jezeli ¢, = ¢ dla dowolnego h, to

E£{=1 Whoy

np, = WS
Vo + % ZkH=1 Wy}

Alokacja Neyman’a




=0 forg#h
! Uy Uy, =
uzuluh,

}
hIN),
Un ={upt,...,u
h + .-+ Ny =
Ny N







o Krok 1: wylosuj 2 < M < H warstw wedtug schematu Ipbz




o Krok 1: wylosuj 2 < M < H warstw wedtug schematu Ipbz

@ Krok 2: Z kazdej warstwy wylosuj prébe wedtug schematu Ipbz




o Krok 1: wylosuj 2 < M < H warstw wedtug schematu Ipbz

@ Krok 2: Z kazdej warstwy wylosuj prébe wedtug schematu Ipbz

o Catkowity rozmiar préby

M
=2 n
h=1




M
> Wi
h=1

_ H
Ye) = M




H M
i) = 37 > Wi
h=1




H M
i) = 37 > Wi
h=1

) Eﬂ(z) =Y




H M
i) = 37 > Wi
h=1




_H i
Uy = 37 2 Wi
h=1

) Eﬂ( 2) = Y
2
o Var(ie) = L [(H - M)o?) + T, No(N: = n) £
° oy = s Z(T Th)? = 77 0L (T — pr)?, pr =
H Zr:l TT"




Niech C oznacza wielko$¢ ustalonego z géry budzetu.




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe

Ipbz+ Ipbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosztami
Niech C oznacza wielko$¢ ustalonego z géry budzetu.

Niech ¢, bedzie jednostkowym kosztem obserwacji Y w h-tej war-
stwie, h=1,..., H

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe

Ipbz+ Ipbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosztami

Niech C oznacza wielko$¢ ustalonego z géry budzetu.
Niech ¢, bedzie jednostkowym kosztem obserwacji Y w h-tej war-
stwie, h=1,..., H

Zagdnienie: wyznaczy¢ 1 < M < H oraznq,...,ny minimalizujace
wariancje
H 2
Var(@(?)) = MN2 (H — M)U(Ql) + ZNT(NT n?")f
r=1

przy ograniczeniu
M

E|> nmem| <C
h=1

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




@ Zatozenie: dla wszystkich warstw %l": = fo = const




@ Zatozenie: dla wszystkich warstw %l": = fo = const

o Var(go) = 2k [(1 - %) o}y + 32807




@ Zatozenie: dla wszystkich warstw %l": = fo = const

o Var(go) = 2k [(1 - %) o}y + 32807

° ‘7(22) =S Whot; N=4%




@ Jednostkowy koszt wylosowania warstwy: ¢; (constant)




@ Jednostkowy koszt wylosowania warstwy: ¢; (constant)

o Jednostkowy koszt obserwacji Y w warstwie: ¢y (constant)




@ Jednostkowy koszt wylosowania warstwy: ¢; (constant)

o Jednostkowy koszt obserwacji Y w warstwie: ¢y (constant)
o Koszt doéwiadczenia C' = Me; + ¢s Zthl n(h)




@ Jednostkowy koszt wylosowania warstwy: ¢; (constant)

o Jednostkowy koszt obserwacji Y w warstwie: ¢y (constant)
o Koszt doéwiadczenia C' = Me; + ¢s Zthl n(h)
o E(C) = M(c1+ faNey)




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe

Ipbz+ Ipbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosztami
(uproszczenie)

@ Jednostkowy koszt wylosowania warstwy: ¢; (constant)

e Jednostkowy koszt obserwacji Y w warstwie: ¢y (constant)
o Koszt doéwiadczenia C' = Mey + co 224:1 (k)

E(C) = M(c1 + f2Ne¢p)

Ograniczenie: E(C) < C

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Zagadnienie: wyznaczy¢ m oraz fo minimalizujace wariancje

_ 1 H? M 1—fo
Var(y(z)) =N {(1 ) 0(1) + 7 Na(z)]

przy ograniczeniu ~
M(cl + szCz) <C




= )
© o\ elof) - Nop)

- C1 +C2Nf5




= )
© o\ elof) - Nop)

- C1 +C2Nf5




2
Tl
ca(ofyy = Nogy)
S
c1+caNf3

Zastosowac regute mnoznikéw Lagrange’a




oL
oM

faNey)
or
=

N2 Mf3

)

N2 [M2

H?2 N 0(22)

;MJQ) (2)] - Ma 4
— AMNe¢y




oL
oM
faNe)
oc
=
oL
o1 =

o

H?2 N 0(22)

N2 Mf3

ot
df2

&
M?2

=0

N1 - fa) ,
M2
— AMNe¢y

(2)] - )\(C]_ +




H? ]Va(22)
N2 Mf

)\MNCQ =




\T ~2
N02)
—ii MJ(022 _ (1 —f2)0(22)]
e " H? {0(21)-1-1\7 fo
2
Ver) = ~5app
faNeo
Aer +




N ~2
No 9)
—ii MJ(022 _(1—f2)0(22)]
e " H? {0(21) +N fo
Nea) = -3
+ f2
- de)
2
- _%c2M2f22




o
I

e2(0G) — Nogy)




f2= \l 610(22)_
C2(U%1) = N0(22))
_ C
a+caNf




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe

Schemat Ipbz+ Ipbz: dla kazdej warstwy fo = ny,/Nj, = const

Estymator nieobcigzony dla 0(22):

0(2) Z thh

Estymator nieobcigzony dla 0(21): /przed/

1 U 1 M s2
6ty = 77 2=t —4; ZNT(NT—”T);:
r=1 r=1

gdzie t, = N,y,, ty = ﬁ Zi\il t,

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe

Schemat Ipbz+ Ipbz: dla kazdej warstwy fo = ny,/Nj, = const

Estymator nieobcigzony dla 0(22):

0(2) Z thh

= — T
r=1 f2
i _ — M
gd2|e Up = NryT7 ta = ﬁ Zr:l tr

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe — teoria

Losowanie dwustopniowe — teoria

W pierwszym kroku losujemy prébe £ jednostek pierwszego stopnia.
Nastepnie niezaleznie dla kazdego r € L préba s, rozmiaru n(s,)
jednostek drugiego stopnia pobierana jest z U, zgodnie z zadanym
schematem losowania. Zgodnie z oznaczeniami catkowity rozmiar

préby wynosi n(s) = >, .. n(s,), gdzie

s=J s

rel

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne



Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe — teoria

Losowanie dwustopniowe — teoria

Prawdopodobienstwa pierwszego rzedu losowania jednostek pierw-
szego stopnia okresla sie nastepujaco

II, =P(rel)

Warunkowe prawdopodobienstwo pierwszego rzedu, t.j. prawdopo-
dobiennstwo, ze j jest w s, pod warunkiem, ze r jest w L okresla
sie przez

| dla r e U,.

Warunkowe prawdopodobiefstwo pierwszego rzedu 7; moze by¢ wy-
znaczone przez
mj = Iy - 7)),

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne



Estymator HT dla u jest postaci

S

~ 1
,U«HT:N
”

[

€

. at _ Y
gdZ|e Tr = ZjESr 77jJ|r




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe — teoria

Losowanie dwustopniowe — teoria

@ Niech M bedzie ustalong liczbg wylosowanych jednostek pierw-
szego stopnia. Wtedy

o Jezeli prawdopodobienstwo pierwszego rzedu II,. jest proporcjo-
nalne do rozmiaru warstwy U, to

I, = M -

=| Z

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe

Losowanie dwustopniowe

@ W pierwszym kroku wybieramy ustalong liczbe M jednostek
losowania pierwszego stopnia (n(£) = M dla kazdej préby L).
Z warstwy U, losujemy prébe rozmiaru n, wedtug schematu
Ipbz (dla r € £ ). Wtedy

1 Ty 9
V
ar ,UfHT NQZH n, ( r)ﬂr—f‘

T, Tp\?
—E LI, — ) (=2 — = 1
J

ERAE 1 = D) e ep = e R (0 = R, % — T
reU; JjeUr

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe — teoria

Losowanie dwustopniowe — teoria

o Jezeli prawdopodobienstwo pierwszego rzedu II, jest propor-
cjonalne do rozmiaru warstwy U, oraz dla r € L, préba s,
jest wybrana wedtug losowania prostego bez zwracania, przy

n, losowan z U,., to

ny

jlr — N,

andﬂj:M-

z| =
EE

&
N .

Jaworski, Zielinski
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Zadanie 6

Pokaza¢, ze w tym przypadku estymator HT $redniej p jest postaci
ﬂHT = % Ere[. Yr-




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe — teoria

Losowanie dwustopniowe — teoria

W pierwszym kroku wybieramy M jednostek pierwszego stopnia przy
zatozeniu, ze prawdopodobienstwo pierwszego rzedu II,. jest propor-
cjonalne do rozmiaru warstwy U,. W drugim kroku z warstwy U,
pobieramy prébe rozmiaru n, wedtug schematu Ipbz. Mozna poka-
zac

R 5 n
Var([i :—E T<1—T>02+
(i) M? & n, N.) "
1 T, Tp\?
—E LI, —Iy) | =L — =% 2
+ oz 2 (T m(nj Hk> > (2)

JF#k

gdzie IL, = Mjf,v""

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne



Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe — teoria

W pierwszym kroku wybieramy M jednostek pierwszego stopnia we-
dtug schematu Ipbz. W drugim kroku z warstwy U,. pobieramy prébe
rozmiaru n, wedtug schematu Ipbz. Wtedy

H 2

. H oy
Var(jur) = 7 |(H = M)otyy + > Np(N, — nr)n7 , (3)
r=1
gdzie
1 H
2 _ _
T(1) = 2H(H — 1) Z(T Ti)? = Z

i#k

1 H
—EZTT.

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Losowanie dwustopniowe — teoria Ipbz+Ipbz

Estymator nieobciazony dla Zle N.(N, — nr)fﬁ:

Ny

M

H 52

il N.(N. — n.)2r

MTZI r( r nr)nr

Estymator nieobcigzony dla 0(21):

1 U 1 52
V. > (te—1tu)’ - i > No(N.—n;)—
r=1 r=1 r

1 M
gdZie ty = N?"gha tm = M z;tr
r=

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne



Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Dowdd réwnania (1).

Var(fgr|L) = N2 Z Var(T |£)

TEE

-~ N2 Z Hz
rel
H

;QE <Z %NT
% (5w
(1-

E(Var(pur|L)) =

“wim
- Ly

, Zielinski

Hnr

Jaworski

1
How)

)

Metody Reprezentacyjne




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Dowdd réwnania (1).

rel
M2

1
= w2 a2 Tk~ i)

i#k

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne

T;
11;




Wiadomo, ze

Var(pgr) = EVar(pgr|L)) + Var(E(iar|L)),




Wystarczy podstawi¢ II, = MN" do pierwszej czesci réwnania (1)

O
Wystarczy podstawi¢ II; = % oraz Il = % dla kazdego
J» k, do réwnania (1) O




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Dowdéd (4) oraz (5)

Niech s = (81,82,.. : ,SH).
82
E ZNT(NT—nT)n—: — I3}
rel

=F,
M
- H
M
- H

N
=
]
=
=

M

H
H

Y

H

N\ -/

SN -
=l

> No(N, —ny)
r=1

ZNT(N’I" — Ny
r=1

ny)

FEgs

=N

Ny

o2

Ny

Jaworski, Zielinski

Metody Reprezentacyjne



2 2
N2
Ei2 = Es (Z Nrgi) = 5B (Z yz-)

1€ESy 1ESy

Y Y Y w
_n2 S yz yZyJ

r i€sy itk
J,kEsy
N, N N
N[~
=5 | 2ot DD v
n; c
=1 T T
i#k




Wstep

Estymator

Losowanie proste
Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe

Estymacja na podpopulacjach

Dowdd (4) oraz (5)

Rl

S

Rl

Ny

Z 2nT +ZZW/JN 1))

= ] # k’

Nr 1 N N

Doyt (=D > wiys

=1 NT 1 T r
J#k

N N

ny + (n, — 1) Z?/f? - Nrag

i=1 i=1

Ny ny — (ny — 1)N, o2

Jaworski, Zielinski Metody Reprezentacyjne




)
UT
2) = (np = )Ny

N, — 1)o? + N2 N,

z (nr (( r

" i

2
)L+ (Npper)
— nr n_T

= Nr(Nr

jv ivr—7LT _+fZ-Zr.
( )nr
= r







Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Dowdd (4) oraz (5)

Az 1 H H
= E,t? Et;Et
HZ1 & H(H—l);z: SoTek
Lz 1 H H
=— > E.? T;T}
AP T 22T
1 X 2 1 H H
= — N..(N. LaT?) - 7T,
H;( r( r nr)nr+ r) H(H_l)]z?ézk: jtk
1 H 9 H , A A
3 S DML ALY Sl R I -1
r=1 W o j#k
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H 2
1 o; 9
= E {rzg 1Nr(N7- — nr)n_r I HU(I)}
H
1 o2
=— > No(Np —ny) = + 0y




Wstep

Estymator

Losowanie proste

Losowanie warstwowe
Losowanie dwustopniowe
Estymacja na podpopulacjach

Przedmiot

Czesto nie dysponujemy takim operatem losowania, ktéry by za-
wierat jedynie te jednostki w populacji, ktore nas interesuja. Na
przyktad jesteSmy zainteresowani pobraniem préby gospodarstw do-
mowych, w ktérych pracuja zarébwno maz, jak i zona, albo chcemy
chcemy pobra¢ prébe gospodarstw domowych, ktérych cztonkami sa
osoby doroste w wieku powyzej 50 lat. Niestety najlepszym dostep-
nym operatem w obu przypadkach jest lista wszystkich gospodarstw
domowych. W takim przypadku przed kazda prébka jednostka jest
obserwowana bez mozliwosci poznania czy jakas konkretna wybrana
jednostka jest cztonkiem rozwazanej pod-populacji czy nie.
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@ N: rozmiar populacji




@ N: rozmiar populacji

@ Ni: rozmiar podpopulacji




@ N: rozmiar populacji

@ Ni: rozmiar podpopulacji

@ n: rozmiar proby wedtug schematu Ipbzpopbranej z populacji
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@ ny: liczba jednostek nalezacych do podpopulacji w pobranej
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Srednia, warto$¢ globalna oraz Sredni btad kwadratowy dla podpo-
pulacji:
°Y, = N% EzN:ll Yii




Srednia, warto$¢ globalna oraz Sredni btad kwadratowy dla podpo-

pulacji:
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Srednia, warto$¢ globalna oraz Sredni btad kwadratowy dla podpo-
pulacji:
o 1 N1 .
° Y, = N Dim1 Yei
° Y, = zmnz
("] 52 Nl 1 Z ( 8)2




Let s7 = ig D00 (ysi — 9s)°
@ Nieobciazony estyimator éredniej podpopulacyjnej Y, kiedy N;
jest znane:




Let Sg = ml_l Z?zll(ysi - gs)2

@ Nieobciazony estyimator éredniej podpopulacyjnej Y, kiedy N;

jest znane:
1 &
Ys = n_l Zl Ysi
=

e Wariancja estymatora ys: Var(ys) = [E(1/n1) — 1/N1]S?
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Estymacja Sredniej
Let 52 = L3 3o (yas — 5is)?

e Nieobciazony estyimator $redniej podpopulacyjnej Y; kiedy N;
jest znane:

e Wariancja estymatora s: Var(ys) = [E(1/n1) — 1/N1]S?
e Estymator wariancji Var(ys): v(ys) = (L - L) 52

n1 N S
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Estymacja $redniej

Let Sg = nll—l Z?:ll(ysi - gs)2
e Nieobcigzony estyimator éredniej podpopulacyjnej Y kiedy N;

jest znane:
1 &
1=

e Wariancja estymatora s: Var(ys) = [E(1/n1) — 1/N1]S?

e Estymator wariancji Var(ys): v(ys) = (% - N%) s

2
s

Uwaga

W przypadku nieznanego N1 mozna go zastapi¢ przez niN/n.
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Estymacja sredniej podpopulacyjnej

Departament Planowania Rodziny zamierza przeprowadzi¢ ankiete
wsrdéd rodzin, ktére mieszkaja w akademikach i ktére posiadaja
dwdjke dzieci. Celem badan jest oszacowanie $redniego czasu (w
miesigcach) miedzy urodzeniem jednego a drugiego dziecka. Do-
stepna lista obejmuje 800 rodzin. Poniewaz wczesniejsza identyfika-
cja rodzin z dwdjka dzieci nie byta mozliwa, postanowiono wybraé
losowa probke 80 rodzin. W pobranej probce zidentyfikowano 32
rodziny posiadajace dwoje dzieci. Na podstawie przeprowadzonych
wywiaddw zebrano potrzebne informacje, ktére przedstawia tabela:
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Zadanie 7 cd.

Rodzina Réznica | Rodzina Réznica | Rodzina Réznica | Rodzina Réznica
1 24 9 64 17 57 25 42
2 30 10 32 18 65 26 16
3 50 11 58 19 26 27 37
4 41 12 48 20 35 28 61
5 27 13 51 21 31 29 34
6 47 14 22 22 17 30 29
7 47 15 69 23 28 31 19
8 39 16 54 24 55 32 57




Zadanie 7 cd.

Oszacowaé éredni czasu miedzy urodzeniem jednego a drugiego
dziecka
Uwaga: n; = 32,n = 80, oraz N = 800
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