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Metoda reprezentacyjna (lub reprezentatywna) jest czesciowym badaniem
statystycznym opartym na probie pobranej ze zbiorowosci generalnej w spo-
sob losowy. Z teoretycznego i praktycznego punktu widzenia metoda ta jest
najbardziej prawidtowa forma badania cze$ciowego. W metodzie reprezenta-
cyjnej dokonuje si¢ wyboru proby na dwa sposoby. Moze to by¢ wybor przez
losowanie, albo przez celowa selekcje.

1.1 Literatura

Literatura

Literatura
e Ravindra Singh, Naurang Singh Mangat (1996), Elements of Survey

Sampling, Originally published by Kluwer Academic Publishers in 1996,
Springer Science+Business Media Dordrecht.

e Thompson M.E. (1997), Theory of Sample Surveys, Originally publi-
shed by Chapman & Hall in 1997, Springer-Science+Business Media,
B.Y.

1.2 Podstawowe pojecia

Podstawowe pojecia

Podstawowe pojecia

e Element jest jednostka badania.

Populacja lub zbiorowosé statystyczna jest zbiorem elementow.

Jednostkami losowania sa roztaczne podzbiory elementéw populacji.

Wykaz wszystkich elementéw populacji nazywamy operatem losowa-
nia lub krétko operatem.

Podzbiér populacji nazywamy préba.



Podstawowe pojecia

Podstawowe pojecia

e Zbiér informacji o kazdej jednostce populacji nazywamy spisem.

e Liczba jednostek (niekoniecznie roztacznych), z ktérych sktada sie préba
nazywamy rozmiarem tej proby i najczeSciej oznaczana jest przez
n, natomiast liczbe jednostek populacji nazywamy rozmiarem po-
pulacji i oznaczamy ja przez N. lloraz n/N jest nazywany frakcja
losowania.

e Metode wedtug ktorej losujemy probe z populacji, nazywamy schema-
tem losowania.

Podstawowe pojecia

Podstawowe pojecia

e Jezeli jednostki w prébie sg wybrane zgodnie z pewnym mechanizmem
losowym, taki mechanizm nazywam wyborem probabilistycznym.

e Procedura wyboru préoby bez zastosowania mechanizmu losowego na-
zywamy wyborem nieprobabilistycznym.

Podstawowe pojecia

Podstawowe pojecia

e W losowaniu prostym ze zwracaniem (lpzz), jednostki sa losowane
kolejno z populacji, przy czym po kazdym pojedynczym losowaniu jed-
nostka jest zwracana do populacji.

e W losowaniu prostym bez zwracania (Ipbz), jednostki sa losowane
kolejno z populacji, przy czym zadna z wylosowanych jednostek nie jest
zwracana do populacji przed nastepnym losowaniem.



Podstawowe pojecia

Zadanie 1

W tabeli zamieszczono wagi czterech noworodkéw (w funtach):

Dziecko A B C D
Waga 2.5 80 65 7.0

1 Wypisz wszystkie mozliwe proby rozmiaru 2 w schemacie lpzz. Przy kazdej
probie zapisz wagi odpowiednich jednostek.

2 Wypisz wszystkie mozliwe proby rozmiaru 2 w schemacie lpbz. Przy kaz-
dej probie zapisz wagi odpowiednich jednostek.
Podstawowe pojecia

Zadanie 2

Powierzchnie (w hektarach) szesciu wsi przedstawia tabela:

Wies A B C D E F
Powierzchnia 760 343 657 550 480 935

1 Wypisz wszystkie mozliwe proby rozmiaru 3 w schemacie lpzz. Przy kazdej
probie zapisz powierzchnie odpowiednich jednostek.

2 Wypisz wszystkie mozliwe proby rozmiaru 3 w schemacie lpbz. Przy kaz-
dej probie zapisz powierzchni¢ odpowiednich jednostek.



2 Estymator
Populacja
Podstawowe pojecia

e Populacja U = {uy,us, ..., un}
e CechaY :U - R
e Parametr populacji Y = {¥},Ys, ..., Yn}

e Funkcja parametryczna T': Y — R

Populacja
Funkcja parametryczna (przyktady)

o Wartosé globalna Y = 3-8 Y,
e Srednia ¥ = & SNV
o Wariancja 02 = 125 S8 (Vi - Y)?

e Warto$¢ najwieksza max{Y; : i =,... , N}

Parametry populacji

Parametry

e Kazda funkcja rzeczywista okreslona na jednostkach populacji jest pa-
rametrem populacji lub krétko parametrem.



Niech Y7,Ys, ..., Yy bedg wartosciami cechy Y dla N jednostek popu-

lacji.
) 1
Sredni lacyjna: u =Y = — Y;
rednia populacyjna: N ;
| X
Warianc; lacyjna: 0> = —— ) (¥;-Y)?
ariancja populacyjna: o N1 ;( )
Statystyka

Estymacja/Oszacowanie

e Kazda funkcja rzeczywista okreslona na jednostkach préby jest staty-
styka. Stosuje sie ja do oszacowania parametru populacji i nazywa
estymatorem.

Niech y1, 99, . . ., y, beda wartosciami cechy Y w n—elementowej probie.

1 n
$rednia probkowa: § = — i
prhowa 5 = 1y

1
wariancj Sbkowa: 6% = s> = E i —7)°
ariancja probkowa: o S o 1121 (yi —9)

Plan losowania

Plan losowania
Rozwazmy wszystkie proby s bedace podzbioramid = {1,..., N}. Oznaczmy
przez S kolekcje wszystkich podzbiorow s zbioru U. Planem losowania na-
zywamy rozklad prawdopodobienstwa na S. 7Z kazda proba s zwigzane jest
prawdopodobienistwo p(s) wylosowania tej préoby. Kazde p(s) is wartoscia z
przedziatu [0, 1] oraz

> p(s)=1.

seS



Plan losowania

Przyklad 1
(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

Plan losowania

Prawdopodobienstwo inkluzji

Prawdopodobienstwem pierwszego rzedu dla elementu j nazywamy
prawdopodobienstwo wylosowania z populacji elementu j:

=Y pls)

s: JEs

Plan losowania

Przyklad 1 cd.

(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

ma || 0.5000 | 0.2427 | 0.4748 | 0.5237 | 0.6046
mp || 0.5000 | 0.6129 | 0.3389 | 0.5958 | 0.2848
mc || 0.5000 | 0.4655 | 0.5925 | 0.6036 | 0.4587
mp || 0.5000 | 0.6788 | 0.5938 | 0.2769 | 0.6518



Plan losowania

Prawdopodobienstwo inkluzji

Prawdopodobienstwem drugiego rzedu dla elementu j oraz k jest praw-
dopodobienstwo wylosowania elementu j oraz k:

Plan losowania

Plan losowania
21,...,2N: wartosci pewnej cechy Z
E,: wartos¢ oczekiwana wedlug planu losowania p

Dla préby s suma probkowa Z jest >

jEs

N
5 (2 ) -5, (Y a10e s>)
JES j=1
N
2z E,1(j € s) ZZ]'T('J'

j=1 j=1

Mz

Plan losowania
Plan losowania

o Jezeli z; = 1to ) ., 2z = n(s) jest proba rozmiaru n(s) oraz

N
=27
j=1

JES



e Dla planu losowania o stalym rozmiarze préby n, prawdopodobienstwa
pierwszego rzedu sumuja sie do n

N
En=n= E j
Jj=1

Plan losowania

Przyklad 1 cd.

(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

w4 || 0.5000 | 0.2427 | 0.4748 | 0.5237 | 0.6046
mp || 0.5000 | 0.6129 | 0.3389 | 0.5958 | 0.2848
mc || 0.5000 | 0.4655 | 0.5925 | 0.6036 | 0.4587
mp || 0.5000 | 0.6788 | 0.5938 | 0.2769 | 0.6518

Statystyka

Rozklad prawdopodobienstwa

e Dla danej populacji oraz danego schematu losowania zbiér mozliwych
wartosci estymatora tacznie z odpowiednimi prawdopodobienstwami
realizacji tych wartosci nazywamy rozkltadem prawdopodobienstwa
tego estymatora.



Plan losowania

Przyklad 1 cd.

(A,B) || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
(A,C) || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
(A,D) || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
(B,C) || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
(B,D) || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
(C,D) || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

Plan losowania

Przyklad 1 cd.

srednia
probkowa
6.75 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
6.00 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.50 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

srednia populacyjna: 6.75

Statystyka
Rozklad prawdopodobienstwa
e Roéznice pomiedzy uzyskang z proby wartoscia estymatora a wartoscia
parametru populacji nazywamy bledem losowym. Jezeli 6 jest para-

metrem populacji oraz 6 jest jego oszacowaniem, to € — 6 jest btedem
losowym.

10



Plan losowania

Przyklad 1 cd.

blad
0.00 || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
-0.75 || 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
-0.50 || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
0.50 || 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
0.75 || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
0.00 || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461

Statystyka

Wlasnosci

e Estymator 6 jest nieobcigzony dla parametru 0, jezeli

Ef=6

o Jezeli Ep(é) # 0, to estymator 0 jest obciazony. Obciazeniem para-
metru 6 nazywamy roznice

Plan losowania

Przyklad 1 cd.

6.75 || 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355

6 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 || 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 | 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.5 || 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 || 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
E, 6.75 7.008 | 6.6653 | 6.7543 | 6.5743
B, 0 0.258 | -0.0847 | 0.0043 | -0.1757

11



Statystyka
Podstawowe wlasnosci

e Wariancja estymatora 0 wzgledem planu losowania p:
Var,(0) = E,(0 — Ef)?

e Blad $redniokwadratowy (MSE) mierzy rozbieznosé wartosci esty-
matora od rzeczywistej wartosci parametru:

MSE,(6) = E,(0 — 6)?

Plan losowania

Przykltad 1 cd.

6.75 0.1667 | 0.1195 | 0.0844 | 0.2474 | 0.1355
6 0.1667 | 0.0066 | 0.1718 | 0.1933 | 0.1865
6.25 0.1667 | 0.1166 | 0.2186 | 0.0830 | 0.2826
7.25 0.1667 | 0.1951 | 0.1500 | 0.2824 | 0.0261
7.5 0.1667 | 0.2983 | 0.1046 | 0.0660 | 0.1231
6.75 0.1667 | 0.2639 | 0.2707 | 0.1280 | 0.2461
Var, | 0.2708 | 0.2495 | 0.2476 | 0.2372 | 0.2514
MSE, || 0.2708 | 0.3161 | 0.2548 | 0.2372 | 0.2823

Statystyka

Podstawowe wlasnos$ci

e Niech 6, oraz 6, beda estymatorami parametru 6. Wzgledng efek-
tywnos¢ estymatora 0y w stosunku do estymatora 6; definiujemy na-
stepujaco )

A MSE(0
RE (92|91) _ MSE(®)
MSE(6,)

12



Plan losowania

Plan losowania

The Estymator Horvitza-Thompsona (estymator HT) $redniej popula-
cyjnej:

Estymator HT jest nieobcigzony dla p = + s Y

Pokazalismy, ze E,(D_,c, 2j) = Zj\;l 2T,
Wystarczy podstawié z; = y;/m;

Plan losowania

Plan losowania

Plan losowania jest zréwnowazony jezeli prawdopodobienstwa pierwszego
rzedu sa sobie réwne.

Dla planu losowania, ktory jest zrownowazZony oraz rozmiar proby jest

staty Srednia z proby jest nieobcigzonym estymatorem sredniej populacyj-
nej.

Plan losowania

Plan losowania

Dla proby s: érednia z proby ys = %Zjes Y;

. . N . ,
Poniewaz n = > j—1 Tj oraz wszystkie 7; sg rowne: m; =

S

Estymator HT jest Srednig z proby:
. 1 y; 1 _
=3 2L =15

jes Y Jj€s

13



Statystyka

Zadanie 3

Cztery krowy A, B, C oraz D w gospodarstwie rolnym dawalty odpowiednio
5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyznaczy¢ rozktad prawdopo-
dobienstwa $éredniej y liczonej z proby dwéch (n = 2) kréw, wylosowanych
zgodnie ze schematem lpbz oraz lpzz.

1 Wyznaczy¢ P(y > 5.9).
2 Wyznaczy¢ wariancje estymatora .

3 Wyznaczy¢ srednia populacyjna p oraz btad sredniokwadratowy MSE(y) =
E(y — p)*.

4 Naszkicowaé dystrybuante estymatora .

Statystyka

Zadanie 3 cd.

Cztery krowy A, B,C oraz D w gospodarstwie rolnym dawaly odpowiednio
5.00, 5.50, 6.00 oraz 6.50 kg mleka dziennie. Wyznaczy¢ rozktad prawdopo-
dobienstwa $redniej g liczonej z proby dwoch (n = 2) krow, wylosowanych
zgodnie ze schematem lpbz oraz lpzz.

5 Sprawdzi¢ czy estymator y Sredniej mlecznosci kréw jest nieobcigzony
?
(Ey = ).

6 Niech 6% = % S (yi — y)? bedzie estymatorem o?. Wyznaczy¢ obciazenie
tego estymatora.

14



Statystyka

Zadanie 4

Oszacowanie btedu sredniokwadratowego estymatora 6, oraz 0y wynosi odpo-
wiednio 4861.79 oraz 5258.62. Wyznaczy¢ wzgledna efektywnosc estymatora
65 w stosunku do estymatora 0;. Ktory estymator jest efektywniejszy?

2.1 CTG i przedziatl ufnosci

Przyblizony przedzial ufnosci

Centralne twierdzenie graniczne

Niech 6 bedzie nieobciazonym estymatorem 6 o wariancji Var(é)

Dla duzych N oraz duzych n
fma w przyblizeniu rozktad N (0, Var(é))
rownowaznie
0—0
Var(9)

ma w przyblizeniu rozktad N (0,1)

Przyblizony przedzial ufnosci

Przyktad 2

Zpopulacji rozmiaru N = 10000 wylosowano 1000 prébek rozmiaru n = 500.
Dla kazdej préobki wyznaczono warto$é estymatora HT.

Z wyznaczonych wartosci skonstruowano histogram.

15



Przyblizony przedzial ufnosci

Przyblizony przedzial ufnosci

Przyktad 2 cd.

14%
12%
10%

B

&

B

E

#

2

0% -—-.

S

Definicja

Niech 1 — a € (0, 1) bedzie zadanym poziomem ufnosci.
Wtedy

6—6
P ugul_% =1—«

Var(f)

gdzie uj_g jest (1 — §)-kwantylem standardowego rozktadu normalnego.

Przyblizony przedzial ufnosci

Definicja

16



Przedziat ufnosci dla 6 na poziomie ufnosci 1 — «

(é - ul_%\/VT@,é+ ul_g\/VT@>

Przyblizony przedzial ufnosci

Definicja

Podstawiajac za Var(f) estymator v(0) otrzymujemy

(é -~ ul_%m,é—i— ul_SM)

W szczegélnosci za 1 — « przyjmujemy 0.95. Wtedy a = 0.05 oraz

Ulioéﬂ = Up.975 = 1.96

3 Losowanie proste
Losowanie proste
Definicja

Plan eksperymentu nazwiemy losowaniem prostym jezeli wszystkie praw-
dopodobienstwa pierwszego rzedu sa sobie réwne:

mj=mforall je{1,2,...,N}

3.1 Ze zwracaniem

Losowanie proste ze zwracaniem

17



Srednia probkowa

Estymator nieobcigzony sredniej populacyjnej

Losowanie proste ze zwracaniem

Dowdd nieobcigzonoéci $redniej prébkowej (szkic)

Niechd = {1,..., N} oraz niech s = (iy,...,14,) (n jest ustalonym rozmiarem
proby). W schemacie lpzz p(s) = 1/N" oraz dla danej préby s mamy

N

1 1
j= (Yo ++Y,) == Yil(i€s).
7=t Y =3 € )

Losowanie proste ze zwracaniem
Dowdéd nieobcigzonoéci $redniej prébkowej (szkic)

nE(y) = ZYZ-E’l(z' €s) = Z}QP({S i€ s}) =

N N 1
RO OEDRBDIE S
i=1 i=1

S: 1ES st 1€S

N 1 N
:Enn.Nn_l.m:%EY;:ny

Losowanie proste ze zwracaniem

Wariancja estymatora
Wariancja estymatora g

1
Var(y) = 502

18



Estymator nieobcigzony wariancji estymatora

I

o(g) = s

3.2 Bez zwracania

Losowanie proste bez zwracania

Srednia populacyjna

Estymator nieobcigzony $redniej populacyjnej p

Ll
:E;yl

Losowanie proste bez zwracania

Dowdd nieobcigzonoéci $redniej prébkowej (szkic)

Niechid = {1,..., N} oraz niech s = (iy,...,14,) (n jest ustalonym rozmiarem
préby). W schemacie Ipbz p(s) = 1/(") oraz dla danej proby s mamy

N

1 1
j=—(Y;, ++Y)==S Yi(i€s).
g=—Y,+-+Y;) n'E_ (i € )

Losowanie proste bez zwracania

Dowdd nieobcigzonoéci $redniej prébkowej (szkic)

J :ZYZEM € s) Z_ZEGJ-D({SIZ'E s}) =

=2 Y2 i) ?ﬂ% ol

o (V) e



Losowanie proste bez zwracania

Wariancja estymatora

Wariancja estymatora y

Var(g) = (% - %) o

Estymator nieobcigzony wariancji estymatora
_ 1 1Y\ 5
vy)=(———=|s

@ (n N)

Losowanie proste bez zwracania

Wariancja estymatora y (wyprowadzenie formuty)

n 2

%Z(%—Y)

=1

> (mi=Y) (5 -Y)

1#] }

A e 01 05 9)

Var(y) =E (y — 1_/)2 =F

(v:—Y)'| +E

||'M:
LN

Losowanie proste bez zwracania

Wariancja estymatora y (wyprowadzenie formuty)

2 (-Y) =;(E—Y)2+§(E—Y) (¥ -Y)
0=(N-1)0"+) (;-Y)(¥;-Y)

1#]
Y (Yi-Y) (¥ -Y)=~(N-1)0’
i#]

20



Losowanie proste bez zwracania

Wariancja estymatora y (wyprowadzenie formuly)

w@:ﬁ{im—v)a;jz(m—n m—?)}

i=1 i#j

Losowanie proste bez zwracania

Estymacja sredniej za pomoca niepotarzajacych sie elementow

Jednostki, ktoére sg powtérzone w losowaniu, nie wnosza dodatkowej informa-
cji o szacowanym parametrze. Informacja zawarta w niepowtarzajacych sie
elementach jest wystarczajaca do oszacowania Sredniej populacyjnej. Niech
Y1, - - -, Yq odpowiadaja d roztacznym elementom.

Losowanie proste

Estymacja Sredniej za pomoca niepowtarzajacych sie elementow

Estymator sredniej populacyjnej p: 44 = éZ?:l Ui
Wariancja estymatora yq: Var(gq) = (E(Cll) — %) o2

Estymator wariancji: v(g4) = (3 — +)s2,

gdzie d > 2 oraz s3 = 2= (y; — ¥a)*

21



Losowanie proste

Zadanie 5

Z populacji 69 wsi w losowaniu prostym ze zwracaniem pobrano nastepujaca
probe :

Nr wsi 23 28 54 52 49 6 44 30 10 6 53 66 53 56 6
Liczba traktoréw 7 21 11 8 38 21 29 59 10 21 12 20 12 8 21

Oszacowaé przecigtng liczbe traktorow przypadajaca na jedng wies za
pomoca estymatora 74. Wyznaczyé¢ przedzial ufnosci dla przecietnej liczby
traktorow oraz ich tacznej liczby. Zauwazy¢, ze wiesS o numerze 6 zostata
wybrana 3 razy.

3.3 Optymalny rozmiar préby

Optymalny rozmiar préby

Préba wstepna

Niech n; bedzie rozmiarem proby wstepnej wybranej wedtug schematu lpbz.
Niech § = =37 y; oraz s> = =5 3" (i — 7)* beda parametrami tej
proby wstepnej.

Optymalny rozmiar préby

Nuing Nu%fgv2
2 2

* —

n* = —
Nd?>+u? os* N&2+u? ov?
2 2

gdzie v = s/y, d jest zadanym btedem dopuszczalnym oraz § = d/y.

Optymalny rozmiar préby

Rozmiar préby n* (szkic dowodu)
Ply—pl<d)=Py—-d<p<y+d)=1-o
Py —uray/Var(y) <p<y+u_ay/Var(y)) =1 -«
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gdzie Var(y) = (1/n —1/N)o? ~ (1/n — 1/N)s*

Nuffg 52
2

2 *
——= ]2 =2nf= -
(n N) Nd? +u?_, s
2

Optymalny rozmiar préby

N = 10000005 rozmiar préby?

d/S | a=010 a=005 a=0.01
0.01 | 26343 36994 62221
0.05 | 1082 1535 2647
010 | 271 384 664
020 | 68 97 166

Zadana precyzja

Rozwigzanie

d 1

1
— = U|_q —_ —
1-a/2 n N

S

N = 1000000; precyzja estymacji?

n a=0.10 a=0.00 «a=0.01
100 | 164.49% 196.00% 257.58%
500 | 73.56%  87.65%  115.19%
1000 | 52.01%  61.98%  81.45%
1500 | 42.47%  50.61%  66.51%

4 Losowanie warstwowe

4.1 Bez powtoérzen

Losowanie warstwowe
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Losowanie warstwowe bez powtérzen

Niech U bedzie sumag roztacznych warstw Uy, ..., Uy.
Rozmiary Ny,..., Ny warstw sa znane: Zle N, = N.

Dla kazdego h losujemy bez zwracania probe rozmiaru n, z warstwy

Up,.

Losowanie warstwowe

Losowanie warstwowe bez powtorzen

Niebcigzony estymator $redniej populacyjnej u:

H
gst = Z Whgh
h=1

Losowanie warstwowe

Losowanie warstwowe bez powtorzen

Wariancja estymatora ¢g:
! 11
Var(ys) = W2 ———)o?
(Yst) Z h ( n Nh) h
Nieobcigzony estymator wariancji Var(gs):

u 11
o) = D W (n— - F) s
h—1 h h
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Losowanie warstwowe

Proporcjonalna alokacja préby w losowaniu warstwowym bez po-
wtorzen

Niech n bedzie catkowitym rozmiarem préby.
Proporcjonalna alokacja proby:
Ny,

nh:n'Wh:n'W

dlah=1,... H

Losowanie warstwowe

Proporcjonalna alokacja préby w losowaniu warstwowym bez po-
wtorzen

Nieobcigzony estymator sredniej populacyjnej pu:

H
Yst = Z Whgh
h=1

Losowanie warstwowe

Proporcjonalna alokacja préby w losowaniu warstwowym bez po-
wtorzen

Wariancja estymatora ¢g:
1 1) w
Var(gs) = (5 — N) Z Wha,%
h=1
Nieobcigzony estymator wariancji Var(gs):

1T 1) &
v(Pst) = (E — N) Z WhS;Ql
h=1
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4.2 Optymalna alokacja préby

Losowanie warstwowe

Optymalna alokacja proby w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen z uwzglednieniem kosztow

Niech budzet eksperymentu wynosi C.

Niech ¢;, bedzie jednostkowym kosztem zaobserwowania Y w h—tej war-
stwie, h=1,..., H

Zagadnienie: znalez¢ nq, ..., n, minimalizujace wariancje

Var(ys) ZWh (n—h — —) o}

h

przy ograniczeniu

H
Z N KpCh S C
h=1

Losowanie warstwowe

Optymalna alokacja proby w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen z uwzglednieniem kosztow

Mnozniki Lagrange’a:

L(ng,...,npA\) =
H
Z%——thgh (C’—Znhch>
— h=1
0L _ Wi M+ Xy, h=1,...,H
ony, n:
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Losowanie warstwowe

Optymalna alokacja préby w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen z uwzglednieniem kosztow

Ukdad réwnat: -
h
¢ — Zthl npcp =0

WhO'h
vV /\Ch

n, =

Losowanie warstwowe

Optymalna alokacja préoby w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen z uwzglednieniem kosztow

M —1
1
—=C chWho
L (zw h )
. thhc
Ven Yoy erWaon

Np h:1,7H

Losowanie warstwowe

Optymalna alokacja préby w losowaniu warstwowym bez powté-
rzen z uwzglednieniem kosztow

Jezeli ¢, = ¢ dla kazdego h, to
C Wh(fh

nyp = —-

¢ Sl Wiow

Alokacja Neymana
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Losowanie warstwowe

Alokacja o zadanej precyzji w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen

Niech Vj oznacza zadang precyzje estymacji

Let ¢, bedzie jednostkowym kosztem zaobserwowania Y w h—tej war-
stwie, h=1,..., H

Zagadnienie: wyznaczy¢ nq, .. .,n, minimalizujace koszt

H
E npChp,
h=1

przy ograniczeniu

Losowanie warstwowe

Alokacja o zadanej precyzji w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen

Mnozniki Lagrange’a:

L(ny,...,np, ) =
H Ho /g 1
Znhch—l—/\ (Z (n—h - E) W,?O,QL—VO)
h=1 h=1
2 2
a—ﬁzch—AWLﬁ, h=1,... . H
ony, ny

Losowanie warstwowe
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Alokacja o zadanej precyzji w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen

Uktad réwnan:
W2o2
cph— ALt =0, h=1,....H

T,

H
> (3 — ) Wioh — 1 =0

h=1
1 Ja
ny AW,

Losowanie warstwowe

Alokacja o zadanej precyzji w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen

1=
2\ H
VA > VerWhon
h=1
> Ve
CkaO'k
n; = Wion _i=1 h=1 H
h /—Ch o . , 27 IR
Vo+ > x-Wiioy
k=1

Losowanie warstwowe

Alokacja o zadanej precyzji w losowaniu warstwowym bez powto-
rzen

Jezeli ¢;, = ¢ dla dowolnego h, to

Sy Wios,
Vo + % ZkHzl Wwi

ny = WiSh

Alokacja Neyman’a
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5 Losowanie dwustopniowe
Losowanie dwustopniowe
Wstep
H
U=Ju, Uty =0forg#h
i=1

U, = {un1, ..., unn, }
Ni+---+Nyg=N

Losowanie dwustopniowe

Oznaczenia

Losowanie dwustopniowe

Schemat lpbz+ lpbz

e Krok 1: wylosuj 2 < m < H warstw wedtug schematu lpbz
e Krok 2: Z kazdej warstwy wylosuj probe wedlug schematu lpbz

e Calkowity rozmiar proby

n = n(h)

m
h=1
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Losowanie dwustopniowe

Schemat lpbz+ lpbz: estymator dwustopniowy

_ 1 |H & _
Yo = 37 [E Z W(h)y(h)]
h=1
Wlasnosci
[ ] E@(g) = Y

Losowanie dwustopniowe

Ipbz+ lpbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosztami
Niech C oznacza wielkos¢ ustalonego z gory budzetu.

Niech ¢, bedzie jednostkowym kosztem obserwacji Y w h-tej warstwie,
h=1,....H

Zagdnienie: wyznaczy¢ 1 < m < H oraz nq,...,ny minimalizujace wa-
riancje

1 H? m 1 & ny\ o2
Var(f) = — — (1—-) R S S R
ar(fe) = 337, [ 7)ot o Ny ) nn

przy ograniczeniu
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Losowanie dwustopniowe

lpbz+ lpbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosztami (uprosz-
czenie)

Nh

e Zaldzenie: dla wszystkich warstw = fo = const

o Var(jo) = 2y [(1 — %) ot + 2N

Losowanie dwustopniowe

lpbz+ lpbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosztami (uprosz-
czenie)

e Jednostkowy koszt wylosowania warstwy: ¢; (constant)

Jednostkowy koszt obserwacji Y w warstwie: ¢y (constant)

Koszt do$wiadczenia C = mer + ¢ Z;nzl ()

e E(C)=m(c1 + foNey)

Ograniczenie: E(C) < C

Losowanie dwustopniowe

lpbz+ lpbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosztami (uprosz-
czenie)

Zagadnienie: wyznaczy¢ m oraz f minimalizujace wariancje

i 1 H? m 1—fo
Var(y(z)) = N2 {(1 — E> a% + 5 ZNO'S

przy ograniczeniu

m(01 + f2NCQ> S C
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Losowanie dwustopniowe

Schemat lpbz+ lpbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosz-
tami (uproszczenie)

010'%
ca(0f — No3)

fo=

C
1+ 02Nf2

Zastosowac regute mnoznikow Lagrange’a

Losowanie dwustopniowe

Schemat lpbz+ lpbz: optymalna alokacja préoby z ustalonymi kosz-
tami (uproszczenie)

oL H[of N(1-f) ,

o= N |2 T 2| " Mer T ANe)
oL H? No? -

= 72 AN

of ~ Nempp N

oL oL

om " ap "

Losowanie dwustopniowe

Schemat lpbz+ lpbz: optymalna alokacja préoby z ustalonymi kosz-
tami (uproszczenie)

H?> N o3

N2 mf2

AmNecy, =
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HY [, (L= f) ,
"Nz | TN T

Aer + faNep) = 7,

H? o3
N2 com? 3

Losowanie dwustopniowe

Schemat lpbz+ lpbz: optymalna alokacja préby z ustalonymi kosz-
tami (uproszczenie)

Cla'%
ca(of — NU%)

fa=

B C
1+ CQNfZ

Losowanie dwustopniowe

Schemat lpbz+ lpbz: dla kazdej warstwy fo = N, /N = const

Estymator nieobcigzony o3:
o HE
65 = o Z Whs;
h=1

Estymator nieobcigzony o?:

gdzie
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Losowanie dwustopniowe

Losowanie dwustopniowe

W pierwszym kroku losujemy probe L jednostek pierwszego stopnia. Nastep-
nie niezaleznie dla kazdego r € L préba s, rozmiaru n(s,) jednostek drugiego
stopnia pobierana jest z U, zgodnie z zadanym schematem losowania. Zgod-
nie z oznaczeniami catkowity rozmiar proby wynosi n(s) = > . n(s,), gdzie

s= s

rel

Losowanie dwustopniowe

Losowanie dwustopniowe

Prawdopodobienstwa pierwszego rzedu losowania jednostek pierwszego stop-
nia okresla si¢ nastepujaco

I, = P(ref)

Warunkowe prawdopodobienstwo pierwszego rzedu, t.j. prawdopodobienn-
stwo, ze j jest w s, pod warunkiem, ze r jest w L okresla si¢ przez

i dla r € U,.

Warunkowe prawdopodobienstwo pierwszego rzedu 7; moze by¢ wyznaczone
przez
Ty = H,« : Wj\r-

Losowanie dwustopniowe

Losowanie dwustopniowe

Estymator HT dla u jest postaci

. 1 r
NHT:NZ; )

=TI}

<

Ny A Yj
gdzie T, = 3", ~
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Losowanie dwustopniowe

Losowanie dwustopniowe

e Niech M bedzie ustalong liczba wylosowanych jednostek pierwszego

stopnia. Wtedy
N
OITRY
r=1

e Jezeli prawdopodobienstwo pierwszego rzedu I, jest proporcjonalne do
rozmiaru warstwy U, to

Losowanie dwustopniowe

Losowanie dwustopniowe

e W pierwszym kroku wybieramy ustalong liczbe M jednostek losowania
pierwszego stopnia (n(£) = M dla kazdej préby L£). Z warstwy U,
losujemy prébe rozmiaru n, wedtug schematu Ipbz (dlar € £). Wtedy

H

. 1 Nf n,
Vartian) = 3 (1 3 ot
—1 —irlr r
1 T, T,\>
+ IN? (ILIL, — IT) (H_] - H_> , (1)
T 7ok

gdZie 7} = Z Y., 0-7% = 1—1Nr Z (Y} - }_/;)2’ }_/; = Tr/Nr-
T‘EU]‘ ]EUT

Losowanie dwustopniowe

Losowanie dwustopniowe
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e Jezeli prawdopodobienstwo pierwszego rzedu II,. jest proporcjonalne
do rozmiaru warstwy U, oraz dla r € L, préba s, jest wybrana wedtug
losowania prostego bez zwracania, przy n, losowan z U,, to

Ny N, n, Ny
Wj‘r:ﬁrandﬂ'j:M'W'm: N

Losowanie dwustopniowe

Zadanie 6

Pokazaé, ze w tym przypadku estymator HT sSredniej p jest postaci jigr =
1 —
M ZTEE Yr-

Losowanie dwustopniowe

Losowanie dwustopniowe

W pierwszym kroku wybieramy M jednostek pierwszego stopnia przy zalo-
zeniu, ze prawdopodobienstwo pierwszego rzedu II,. jest proporcjonalne do
rozmiaru warstwy U,. W drugim kroku z warstwy U, pobieramy probe roz-
miaru n, wedtug schematu lpbz. Mozna pokazac

1 11 n
Var(iinr) = — Z n—r (1 — #) o+

r=1
1 T. Tp\°
- .11, — I1. - _F 2
i#k
MN,
N

gdzie II, =

Losowanie dwustopniowe

W pierwszym kroku wybieramy M jednostek pierwszego stopnia wedtug sche-
matu lpbz. W drugim kroku z warstwy U, pobieramy probe rozmiaru n,
wedtug schematu lpbz. Wtedy

H
) H oy
Var(figr) = VN (H — M)O’(Ql) + Z N, (N, — nr)n_ ) (3)
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gdzie
1 1 &
2 :—§ T‘_TQZ_E T

7m 2H(H—1)#k(J k) H—1j1< Hr)”s

1 H
:ﬁZ;T

Losowanie dwustopniowe lpbz+I1pbz
N, (N, — nT)n—::

2
r

Estymator nieobcigzony dla ZH:

Estymator nieobcigzony dla o0y

1 M M s
> (e —tn)’ - Z N, —n,)—=~

M—1
r=1

M
. I 1
gdzie t, = Ny, ty = i ;tr

Dowdd réwnania (1).

VGT(MHT|‘C) N2

E(Var(inr|L)) =




1
Var(E(fgr|L)) =Var | E (N
1
—Var | =
ar N
rel
Ver (52
=Var | —
N
rel
MQ
= ﬁVar
M2
N2 oM

Wiadomo, ze

Var(figr) = E(Var(igr|L)) + Var(E(jigr|L)),

Dowéd réwnania (2). Wystarczy podstawi¢ II, =

réwnania (1)

Dowéd réwnania (3). Wystarczy podstawi¢ II; = 47 oraz I, =

kazdego j, k, do réwnania (1)

Dowéd (4) oraz (5)
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O
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Niech s = (s1, 82,...,5H).

E <Z N, (N, — n)2—2> = E,

rel T

r=1
H
M E,s?
= 77 Nr Nr — Ty >
H
M 2
“H (Z No(N, —nﬂ)
r=1 T

2 N2 2
E? = Es (Z Ny> = E, (Z y)

1ESy 1ESy

N; 2
=B SV + D vy

1ESy Jj#k
j,keSr
2 Ny N N
- 7’L2 Y; T + yzy]ﬂ-yk:
r i=1 r r
i#k
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N2 Y ea e ny(n, — 1)
T2 Zyi_+zzyiyjN(N_1)
r i=1 r o7 r
J#k
N[ X 1 N N
2SS e D
r i=1 r r r
Jj#k
N [ N,
(St o (S vt
" \i=1 i=1
N,
Ny ~ 2
- r i 'r_]-N'r
% (3 - - ot
Ny 2 2 2
== (n, (N, = 1)o? + Nypi2) — (n, — 1)N,07)
2
= N,(N, — n,,)& + (Nrﬂr)2
2
:Nr(Nr_nr)&‘{‘TTz
n,
E (575 Xec(ts — %) =
1 M
=E, | E t, —tu)?
(i)
H
N > (e —tn)’
— s H_1T:1 r H
T 1 H H
=B, | =) - tit
ARSI
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r= j#k
H 1 H H
72 P =y 2 2
1 H 0_2 1 H H
= N (N, —n, )=~ +Tf> — T;Ty,
i 20 (M=% 12) = i O3
1 H 9 H 1 H H
S DRCEALES SRR D 3]
r=1 T r=1 j#k
1 [& 2 )
= = > NN, —n,)=L + Hopy
r=1 r
H
1 o2
— EZNT(NT nr)n_r +U(21)

6 Estymacja na podpopulacjach

Przedmiot

Czesto nie dysponujemy takim operatem losowania, ktory by zawieral jedynie
te jednostki w populacji, ktore nas interesuja. Na przyktad jestesmy zaintere-
sowani pobraniem proby gospodarstw domowych, w ktorych pracuja zaréwno
maz, jak i zona, albo chcemy chcemy pobraé¢ probe gospodarstw domowych,
ktorych cztonkami sa osoby doroste w wieku powyzej 50 lat. Niestety naj-
lepszym dostepnym operatem w obu przypadkach jest lista wszystkich go-
spodarstw domowych. W takim przypadku przed kazda prébka jednostka
jest obserwowana bez mozliwosci poznania czy jakas konkretna wybrana jed-
nostka jest cztonkiem rozwazanej pod-populacji czy nie.

Estymacja parametréw podpopulacji
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Oznaczenia
e N: rozmiar populacji
e N;: rozmiar podpopulacji
e n: rozmiar proby wedtug schematu Ipbzpopbranej z populacji
e n;: liczba jednostek nalezacych do podpopulacji w pobranej probie

e Y,;: warto$¢ badanej cechy Y dla i-tej jednostki nalezacej do podpopu-
lacji

e y . warto$¢ badanej cechy Y dla i-tej jednostki nalezacej do podpopu-
lacji w pobranej probie

Estymacja parametréw podpopulacji

Oznaczenia

Srednia, wartoéé¢ globalna oraz Sredni blad kwadratowy dla podpopulacji:

o V=4SNV,
b YsZZfV:HYLi

o 2= YN (V- Y,)?

Estymacja parametréw podpopulacji

Estymacja $redniej

Let 3? = ﬁ Z:L:ll(ysz - ys)2

e Nieobciazony estyimator sredniej podpopulacyjnej Y, kiedy N; jest

znane:
ni
_ 1
Ys = — E Ysi
ny <
=1
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e Wariancja estymatora y,: Var(ys) = [E(1/n1) — 1/N;|S?

2
)+

e Estymator wariancji Var(ys): v(ys) = (—

n1 M

Uwaga

W przypadku nieznanego N; mozna go zastapi¢ przez niN/n.

11

Estymacja $sredniej podpopulacyjnej

Zadanie 7

Departament Planowania Rodziny zamierza przeprowadzi¢ ankiete wérod ro-
dzin, ktore mieszkaja w akademikach i ktore posiadaja dwojke dzieci. Celem
badan jest oszacowanie $redniego czasu (w miesigcach) miedzy urodzeniem
jednego a drugiego dziecka. Dostepna lista obejmuje 800 rodzin. Poniewaz
wezesniejsza identyfikacja rodzin z dwojka dzieci nie byta mozliwa, postano-
wiono wybraé losowg probke 80 rodzin. W pobranej probee zidentyfikowano
32 rodziny posiadajace dwoje dzieci. Na podstawie przeprowadzonych wy-
wiadéw zebrano potrzebne informacje, ktore przedstawia tabela:

Estymacja $redniej podpopulacyjnej

Zadanie 7 cd.

Rodzina Rédznica

Rodzina Rodznica

Rodzina Rodznica

1

0 ~J O U = Wi

24
30
50
41
27
47
47
39

Rodzina Rédznica
9 64
10 32
11 58
12 48
13 51
14 22
15 69
16 54

17 57
18 65
19 26
20 35
21 31
22 17
23 28
24 55

25
26
27
28
29
30
31
32

42
16
37
61
34
29
19
57

Estymacja $redniej podpopulacyjnej

Zadanie 7 cd.
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Oszacowac sredni czasu miedzy urodzeniem jednego a drugiego dziecka Uwaga:

ny = 32,n =80, oraz N = 800
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