1 Calka oznaczona

1.1 Definicja

Calka oznaczona

e Niech f(x) oznacza funkcje ograniczona na < a,b >.

e Niech P, P, ..., P,,...bedaréznym podzialami przedziatu < a, b >.
Podziat P, jest osiagniety przy pomocy n,, —1 liczb x1, x9, ..., 2y, _1,
przy czym

a=x0<T1 <2< ...< Ty, 1< Ty, =D>.

o Przedzialy < z; 1, x; >, gdzie? = 1,2, ..., n,,, nagywamy przedziatami
czastkowymi podziatu P,,. Dhtugosci ich z; — z;_; bedziemy oznaczali
przez Ax;

e Niech 4,, = max Ax; oraz
K3

Nm

Sm =Y flei)Ax;,

i=1
przy podziale P, oraz dowolnie wybranych punktéw c¢; €< x;_1,x; >,
1=1,2,..., ng,.

e (Ciag podziatéw nazywamy normalnym ciggiem podziatow, jezeli lim o, =
m—ro0
0

Definicja

Jezeli ciag {S,,} dla m — oo jest zbiezny i do tej samej granicy przy kazdym
normalnym ciggu podziatéw, niezaleznie od wyboru punktéw c¢;, to funkcje
f(x) nazywamy funkcjq catkowalng w przedziale < a,b >. Granice ciggu
{S,,} nazywamy calkq oznaczong funkcji f(z) w granicach od a do b i ozna-

czamy symbolem
b
[ rtayas



1.2 Wlasnosci
Witasnosci

1. Funkcja ciagta w przedziale domknietym jest catkowalna
2. Funkcja ogranicznona w przedziale domknietym oraz ciggta w nim z

wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby liczby punktéw jest catko-

walna.
3. Jezelia <b<c, to

c b c
[t@de= [ f@ydo+ [ )
a c b
4. Staly czynnik mozna wytaczy¢ przed znak calki
b b
/kf(x) dx = k:/f(m) dx
5. Catka sumy rowna sie sumie catek
b b b
Jt@ +g@ydo= [ s@de+ [ gla)ds
6. Jezeli funkcja f(z) jest ciaglta w przedziale < a,b >, to zachodzi
b
[ @)= 510~ a)

dla pewnego c¢ z przedziatu < a,b >

7. Jezeli funkcja f(t) jest ciagta w przedziale < a,b >, to funkcja

h(z) = / oL

jest ciagta i rézniczkowalna wzgledem zmiennej x w przedziale < a, b >
i w kazdym punkcie tego przedziatu zachodzi zwiazek h'(x) = f(x).
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8. ZWIAZEK MIEDZY CAEKA OZNACZONA A NIEOZNACZONA.
Jezeli przez F(z) oznaczymy funkcje pierwotna funkeji f(z), ciagtej w
przedziale < a,b >, tzn. jezeli F\(z)' = f(x), to ma miejsce wzdr

/ f(x) dz = F(b) — F(a)

Przyktady
o Poniewaz f rsin(z?) dr = —cos(z?) ) 4 C, mamy
/2 _ o\ 7/2 _ 9 9 _ )
/ vsin(z?) do = [M] _ ( cos((r/2) >>_ cos(0?)
0 2 0 2 2

e Poniewaz [ e*xdr = e*(—1+ x) + C, mamy

/3 e“rdr = [e“(—1+ )5 = (=1 +3) —e*(—=1+2)

9. Jezeli u i v sg funkcjami zmiennej x majacymi ciggta pochodna, to

b b
/ wdv = [uv)’ —/ vdu.

Jest to wzor na catkowanie przez czesci dla calek oznczonych.

Przyktady
i 1r
o 02 x?mxdx = foéw zd(cosz) = [—xcosz|d + foé cosx dr =
[sinz]g" =1

. f2 In(x) dx = f2x In(z) dx = [zIn(z )]g—f25x~%dx::5ln(5)—
2111() (5-2)

Twierdzenie 1 (O catkowaniu przez podstawienie). JeZeli
e funkcja ¢ : (o, 5) — (a,b) jest ,na” i ma ciggle pochodng na {«, )
o p(a)=a, p(B)="b



o funkcja f jest ciggla na przedziale (a,b)

to

b B
/ f(z)dz = / Fo(®)' () dt

Przyktad
1 2

2 2
/x\/1+xdx:/(t—1)\/¥dt:/t3/2dt—/t1/2dt
1 1

0 1

dlap(t)=t—1, ¢'({t)=1

2 Calka niewlasciwa
2.1 Calki funkcji nieograniczonych

Definicja

Jezeli funkcja f(z) jest ograniczona i catkowalna w kazdym przedziale a <
xr < c—h, h >0, oraz w kazdym przedziale c+k < x < b, k > 0, i jezeli
istniejg granice

c—h b
lim/ f(z)dx oraz lim f(z)dx,

h—0+ k—0Tt o+k

to sume tych granic nazywamy caltka niewtasciwa funkcji f(z) w przedziale
< a,b > 1 oznaczamy symbolem

/a ) de

e W podanej definicji chodzi o funkcje, ktére w kazdym otoczeniu (¢ —
d,c+9), § > 0, sa nieogranczone. W punkcie ¢ funkcja moze nawet
nie by¢ okredlona. Jezeli przynajmniej jedna z granic nie istnieje, to
mowimy, ze catka jest rozbiezna.



e Jezeli punktem nieograniczonosci jest jeden z koncow przedziatu <
a,b >, to przez catke niewtasciwg rozumiemy odpowiednio

b b—k
li d b li d
Jim, a+hf(f€) v albo lim | f(z) dz,
Przyktad
IR S PR L I M _
Jor o dr = i [ de = Jim, (25 = 25)

2.2 Calki oznaczone w przedziale nieskonczonym

Definicja
Jezeli funkcja f(x) jest ograniczona i catkowalna w kazdym przedziale skon-
czonym a < x < v (a — ustalone, v — dowolne) oraz istnieje granica

(2

ulglc}o i f(z) dz,

to granice te nazywamy catka niewlasciwa funkeji f(x) w przedziale a < z <
00 i oznaczamy symbolem

Analogicznie okreéla sie znaczenie symbolu f_boo f(z) dz jako granice lim ff f(z)dzx.
U—r—0o0

Przyktad
Cheemy obliczy¢ catke [ (2 + %)2 dx

Najpierw mozemy wyznaczy¢ catke nieoznaczong [ (% + %)2 de = —2 —
2 1

2 33

Zatem zgodnie z podang definicja [ (2 + %)2 dz =limy oo (2 — 2 — 535 — (-4—-2-1/3



3 Calka wielokrotna

3.1 Calka dwukrotna
Calka dwukrotna

Twierdzenie 2 (O zamianie catki podwdjnej na iterowana). Niech funkcja
f bedzie ciggla na prostokgcie A =< a,b > x < c,d>. Wtedy

/Aﬂx,wd:cdy:/: (/jf(as,y)dy) dxz/cd (/abﬂx,y)dx) dy

Twierdzenie 3 (Catka podwdjna z funkcji o rozdzielonych zmiennych). Je-
zeli

e funkcja g jest ciggla na < a,b >

e funkcja h jest ciggla na < c,d >

[ st avay = [ e w) ([ "hiw) ).

gdzie A =< a,b> x <c,d>.

to

Definicja 1 (Obszary normalne). e Obszarem normalnym wzgledem o0si
OX nazywamy obszar domkniety postaci:

{(z,y)l a <a <bg(z) <y < hx)}
gdzie funkcje g, h sq ciggle na < a,b > oraz g(x) < h(z) dla kazdego
x € (a,b)

o Obszarem normalnym wzgledem osi OY nazywamy obszar domkniety
postaci:

{(z,y)] c <y <d gly) <z <h(y)}

gdzie funkcje g,h sq ciggle na < c¢,d > oraz g(y) < h(y) dla kazdego
y € (¢.d)



Twierdzenie 4 (Calki iterowane po obszarach normalnych). o Jezeli funk-
cja f jest ciggla na obszarze normalnym

D ={(z,y)] a <z <bg(x) <y<h(z)}

| redzay= [ b ( / (h()) ) dy) d

o Jezeli funkcja f jest ciggla na obszarze normalnym

to

D={(z.y) c<y<dgly) <z <hy)}

d h(y)
/f(l‘,y)dl’dyz/ ( f(l‘,y)dl’> dy
D c 9(y)

Definicja 2 (Wspdlrzedne biegunowe). Polozenie punktu na plaszczyzinie
mozna opisaé za pomocq pary (o,¢), gdzie

to

e © oznacza miare kgta miedzy dodatnig czesScig osi OX a promieniem
wodzgcym punktu, 0 < ¢ < 2w

e 0 oznacza odlegto$é punktu od poczqtku uktadu wspotrzednych, 0 < o <
00

Twierdzenie 5 (Wspoétrzedne biegunowe w calce podwdjnej). Niech
e obszar A we wspolrzednych biegunowych bedzie obszarem normalnym

e funkcja f bedzie ciggla na obszarze D, ktory jest obrazem obszaru A
przy przeksztatceniu biegunowym;

D = B(A) = {(ocos(p), osin(p))| (0,¢) € A}

Wtedy
/ f(x,y) dedy = / F(ocos(y), osin())odody
D A
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