1 Calka nieoznaczona

1.1 Definicja

Calka nieoznaczona

Definicja 1. Niech f(z) bedzie funkcjg okreslong w pewnym przedziale I.
Kazdg funkcje F(x) rézniczkowalng w przedziale I i spelniajgcqg w calym
przedziale zwigzek

F'(z) = f(x)
nazywamy funkcjq pierwotng funkcji f(x) w przedziale I.
Przyktady

e funkcja pierwotna funkcji cosx w przedziale (—oo,00) jest sinx, bo
(sinx) = cosx

e funkcjg pierwotng funkcji 1 — 2z jest x — 2%, bo (v — 2%) =1 — 2x

o [coszdr=sinz, fx2dx:%x3, [lde = [dz ==z

1.2 Wtlasnosci

Funkcje pierwotna nazywamy réwniez catka nieoznaczona i oznaczamy

przez
/ f(z)dz

[ / (@) da:}/: f@) oraz / Fl(2)dz = F(x).

W mysl okreslenia catki mamy:

Obliczanie, czyli wyznaczanie catki nazywamy catkowaniem funkcji. Zauwazmy,
ze gdy F(x) jest catka funkcji f(z), to suma F'(z) + ¢, gdzie ¢ jest stata do-
wolna, jest réwniez caltka, bo [F(x) + ¢ = F'(z) = f(z).

I odwrotnie: Dwie rézne catki F(z) oraz G(z) tej samej funkcji f(z)
roznig sie w catym przedziale o stalg.



Istotnie, jezeli F'(x) = f(x) oraz
G'(x) = f(x), to pochodna réznicy G(z) — F(z) réwna sie¢ w caltym prze-
dziale 0, zatem

F(z)—G(z)=c

1.3 Podstawowe wzory

dx—1n|x|+c cosxdxr = sinx + c,

1+a
/w“dx: 196+ +c, dlaa# —1, /sinxdx:—cosm+c

+c,

1 5— dr = —ctgr + ¢
na

1
/e dr =e* + ¢, / 5— dr =tanz +c,
cos?
1

/ 52 dr = arctanx + ¢ = —arcctgr + ¢

1
———dxr = arcsinx + ¢ = —arccosz + ¢
/ V1— 22
Niech f(z) oraz g(x) beda funkcjami majacymi catki w pewnym przedziale.
Wéwcezas

e suma f + g ma w tym przedziale catke oraz

Jt@ + gy ds = [ f@ydo+ [ gta)ds

e jezeli a jest stala, to
/af(x)da;—a/f(x)da;

e jezeli dodatkowowo f, g maja ciagte pochodne, to

/f@M@szﬂmwm—/f@mqu

Uwaga: mozna spotkaé sie z oznaczeniem: dg(z) = ¢'(x) dx lub kréotko
dg = ¢'dz. Wtedy wzér ten zapisujemy w postaci [ fdg = fg— [ gdf
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Calkowanie przez podstawienie. Nich f(z) bedzie funkcja ciagla
w przedziale (a,b) i niech [ f(z)dx = F(z). Niech dalej x = ¢(t) bedzie
funkcja ciagta w przedziale (o, ), spetniajaca w nim nieréwnosé a < ¢(t) < b
i majaca ciagla pochodna ¢'(t). Funkcja zlozona F[¢p(t)] ma woéwczas w
przedziale (a, ) pochodna

Flo@)]¢'(t) = flo@®)]¢'(t), bo F'(z) = f(x),
zatem

/ﬂwmwwﬁszm.

Stad otrzymujemy

/f d:v—/f (t)dt dla z = ¢(t)
Przyktady (stala bedzie pomijana)
o aF#0, f arg- Przyjmujemy ax + b = t, zatem x = b skad do =
Zatem

d 11 1 /1 1 1
/ z :/_ 2t — /_dt:_ln]t\:—ln|ax+b|
ax+b t a a t a a

o [zv1+a?dx. Przyjmijmy 1+ 2 = ¢, skad 2z dx = dt, zatem
1 1
/:c\/1+x2dx— /\/1+$22xda:— /\/_dt 53:5(\/1—1—3:2)2

e Catka utamka ) dz, w ktorym licznik jest pochodng mianownika,

¢>( )
przeksztalca si¢ po podstawieniu ¢(z) = ¢ na catke [ % =In|t|.

e Calka iloczynu [[¢(x)]*¢/(z)dx, gdzie a # —1, przeksztalca si¢ po
podstawieniu ¢(z) = t na catke [t*dt.

Wynikaja stad nastepujace wzory:

V) gy — (),
/wumammxzﬁggidMa%_l



Wzory rekurencyjne. Calki

In:/d—x, Jn:/sin”xdx, /cos”xdx
(1+ 22)"

umiemy obliczy¢ dla n = 1. Dla n > 1 mozna je obliczy¢ stosujac wzory
rekurencyjne:

/ dx 1 x n 2n — 3 / dx
(1+22)" 2n—2(1+22)" 1 2n—2) (1+a2)nV

) 1 o n—1 e
/sm”xdx: ——cosxsin®tx + sin" 2 z d,
n n

1 n—1
/cos"xdx:—sma:cos” Yo 4+ cos" 2 x dx

n n

Pierwszy wzor rekurencyjny
1+ 2% — 22 dz r 2xdr
L= ——dt=|] —m— | -———— =
(14 22)n (14 22)n-t 2 (1+22)n

=1, 4 — / gd (— (n— 1)(11+ 332)"1)

Catkujac ostatnia catke przez czesci otrzymujemy

[ . €T / dx
T o — 2)(1 + a2)n ! (2n — 2)(1 + 22)n1
x 1
I,=1, - I,
et 2!
€T 2n — 3
= + [n—l

(2n —2)(1 4+ 22)"1 * 2n —2
Drugi wzor rekurencyjny
Zaczynamy od postaci: sin” x dz = sin™ ! z d(— cos )

Trzeci wzér rekurencyjny otrzymuje si¢ podobnie do drugiego
Przyktady

e Przy podstawieniu sinx = ¢ mamy

i —dt
/tanxd:v:/smxdx: T:—ln]t|:—ln|cosx|

COs T



e Najpierw przez czeéci, potem podstawienie 1 — 2% = ¢

dt

z
arcsinz dxr = xarcsine — | ———dx = zarcsinz + | — =
/ / V1= 22 2Vt
= garcsinx + \/% =garcsinz +vV1— 22

Przyktady
e Podstawienie x = /at (wtedy dz = \/adt)

. . x
arcsint = arcsin —

[ =A== 7

e Podstawienie x + va + 22 = t. Dla tego podstawienia zachodzi

(1+ x )d m—l—\/a—l—xQ dx
- r= ——————— -
va+ x? vVa+ x? \/a+x2

t=dt

Zatem

dt
/—m:/7:ln\ﬂ:ln|x+ VCL+3§'2‘

/V“_M“”‘/m
-
—/—_a_x2da:+/x—a_w2d:v
:a/d—x2+ xdva — x% =
va—zx

= aarcsin%%—a:\/a—x? —/\/a—:ﬂdx
a

Zatem

1
/\/a—xzdx =5 (aarcsin%%—xx/a—ﬂ)
a



Ax + B

e Wyznaczamy catke [ dz. Na poczatek zauwazamy, ze

2+ pr+q
Ax+ B A 2 C A
e R P R— _ gdzie ¢ = B—22
(22 4+ px + q) 2 (@22 +pr+qn (22+pr+q) 2

Zatem

A B A 2 1
/de:_/ TP dx+(]/ dz
x? +pxr+q 2 ) (22 +px+q) (22 4 pr + q)"

Pierwsza catka po prawej stronie rownosci jest postaci

/ @) (@)de dla §(x) =2 +pr +q

zatem wiadomo juz, jak jg policzy¢

Trzeba pokazaé, jak wyznaczyé [ m dx. W tym celu podstawiamy
2 2
A

2
gdzie q — % = q oraz x + g = y/at. Wowczas dx = \/adt. Zatem

1 adt 1 dt
/ = [y - |
(1»2 +px+q)n L= an(1+t2)n o an—1/2 (1+t2)n

Ostatnia catka jest réwna arctant dla n = 1, a dla n > 1, stosujemy wzor
rekurencyjny.

Do domu. Stosujac opisany powyzej sposob pokazac, ze

—54+92¢ —4 arctan(=2£22)

/ 3+2x ( 1 )
= — [ ————
(54 3z + 2?) 5+3x+ux

Calki, ktorych nie mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji elementar-

nych
dx sin x 2
_, —dx, e " dx
/ V1+ 22 / x /
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