1 Badanie funkcji jednej zmiennej

1.1 Ekstrema
Badanie funkcji jednej zmiennej
Definicja 1 (Minimum lokalne). Funkcja f ma w xy € R minimum lokalne
jezeli
VA f@) = fxo)
0>0  zeS(x0,9)

Uwaga 1. Zauwazimy, ze f musi by¢ okreslona w otoczeniu punktu xq. Zbior
S(xp,0) ={x € R| 0 < |z — x| < I}

Definicja 2 (Maksimum lokalne). Funkcja f ma wxy € R maksimum lokalne
jezeli

Voo A ) < )

0>0  z€S(xo,9)

Definicja 3 (Minimum lokalne wlasciwe). Funkcja f ma w xy € R minimum
lokalne wiasciwe jezeli

\/ /\ f(x) > f(xo)

0>0  zeS(x0,d)

Definicja 4 (Maksimum lokalne wtasciwe). Funkcja f ma w xq € R maksi-
mum lokalne wlasciwe jezeli

\/ /\ f(z) < f(zo)

0>0  z€S(w0,9)

Warunek konieczny istnienia ekstremum
Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f ma

1. ekstremum lokalne w punkcjie g

2. pochodng w punkcie xg
to f'(zo) =0

Uwaga 2. Funkcja moze miec¢ ekstrema tylko w punktach, w ktorych jej
pochodna rowna jest zero, albo w punktach, w ktorych jej pochodna nie istnieje
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja [ spelnia warunksi:
1. f'(zo) =0

PRy f(xg) >0 dlaxg—0<z<m
' f(x) <0 dlaxg<x<z9+9

§>0
to w punkcie xo ma maksimum lokalne wiasciwe
Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f spelnia warunksi:

L fi(wo) = f(wo) = ... = [ D(w) =0
2. f(x0) <0
3. n jest liczbg parzystq, gdzie n > 2

to w punkcie xqg ma maksimum lokalne wlasciwe

Odnajdywanie wartosci ekstremalnych funkcji w przedziale
Funkcja f jest ciagla na przedziale < a,b > oraz ma pochodna wlasciwa

poza skonczong liczba punktéw tego przedziatu. Warto$ci najmniejszej i

najwiekszej tej funkcji na tym przedziale szukamy w nastepujacy sposob
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Zmajdujemy punkty zerowania sie pochodnej funkcji f na prze-
dziale (a,b) oraz punkty dy, ..., d,,, w ktérych pochodna wtasciwa tej funkcji
nie istnieje Sposrdd liczb ;  f(dy), ..., f(d,) wybie-

ramy najmniejsza i najwicksza. Beda to odpowiednio wartos¢ najmniejsza
oraz najwicksza funkcji f na przedziale < a,b >
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1.2 Wypuktosé, wklestosé
Wypuklosé i wklestosé funkcji
Definicja 5 (Funkcja wypukta). Funkcja f jest wypukla na przedziale (a,b),
gdzie —oo < a < b < 00, jezeli:
AN A\ FOz (1= Nan) S Af(r1) + (1= A f(x2)
a<z)<za<b 0<A<1
Definicja 6 (Funkcja Scisle wypukta). Funkcja f jest $cisle wypukla na prze-
dziale (a,b), gdzie —oo < a < b < 0o, jezeli:
A N\ FO+ (1= Naz) < Af(x1) + (1= \) f(2)
a<z1<za<b o<1
Definicja 7 (Funkcja wklesta). Funkcja f jest wklesta na przedziale (a,b),
gdzie —oo < a < b < o0, jezeli:
A N Q@+ (1= Naw) = M) + (1= ) f(2)
a<zi<we<b 0<A<1
Definicja 8 (Funkcja sci$le wklesta). Funkcja f jest $cisle wklesta na prze-
dziale (a,b), gdzie —oo < a < b < 00, jezeli:

A N\ FOz (1= Naa) > Af(@) + (1= A) f(a)

a<x1<ra<b 0<A<1



Twierdzenie 4 (warunek wystarczajacy wypuktosci). Jezeli f"(z) > 0 dla
kazdego x € (a,b), to funkcja f jest Scisle wypukta na (a,b)

1.3 Punkty przegiecia wykresu funkcji

Definicja 9 (Punkt przegiecia wykresu funkcji). Punkt (xo, f(z0)) jest punk-
tem przegiecia wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie o > 0,
Ze funkcja f jest Scisle wypukla na (xo—9, xo) oraz Scisle wklesta na (zo, xo+9)
albo odwrotnie

Twierdzenie 5 (Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia). Jezeli
funkcja f spetnia warunki:

1. (wo, f(x0)) jest jej punktem przegiecia
2. istnieje f"(xo)
to f"(zo) =0

Fakt 1. Funkcja moze mie¢ punkty przegiecia jedynie w punktach zerowania
sie jej drugiej pochodnej albo w punktach, w ktorych ta pochodna nie istnieje.

Warunek wystarczajacy istnienia punktu przegiecia
Twierdzenie 6. Jezeli funkcja f spetnia warunksi:

1. w punkcie xy ma pochodng wlasciwg lub niewtasciwg

9 {f”(x0)<0 dla xg — 6 < x < g

550 | f(x0) >0 dlaxg<zx<z9+9

to (zo, f(xo)) jest punktem przegiecia wykresu.
Twierdzenie 7. Jezeli funkcja [ spetnia warunki:

1. f"(xo) = f"(xo) = ... = fO V() =0

2. [0 (wo) # 0

3. m jgest liczbg nieparzystq, gdzie n > 3
to (zo, f(xo)) jest punktem przegiecia jej wykresu

Uwaga 3. Jezeli zalozenie 3. ma postac ,n jest liczbg parzystq”, to (xo, f(xq))
nie jest punktem przgiecia.
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