1 Pochodna

1.1 Podstawy
Pochodna

Definicja 1. Pochodng funkcji f : X — Y w punkcie oy € X nazywamy

liczbe
flzo +h) — f(xo)
h

f'(zo) = lim

h—0

f(l’o -+ h) 1

f(xo) |

i X

Fakt 1. Jezeli funkcja f ma pochodng w xq, to jest ciggla w xy.

Dowoéd. Niech z,, — xg oraz h,, = x,, — To

f(xo + hn) — f(20)

. T o gl o
xl&}mxo(f(a:n) — f(zo)) = hl;m_}0 P, . =0-f'(z0) =0
O
Przyktad
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Przyktad
fl@) =1/x
# - i _r—xz—h 1 1
h h(z + h) (x + h)zr=o 2
Przyktad
flz) =z
Vve+h—yz = wt+h-x 1 1
h Wzt h+VD)h VTt h+ 020
Przyktad
f(z) =log, x
loga(x%—h)—logax_llo z+h\ 1 log,(1+h/z)
h T %\ T oz h/x



Przyktad
f(z) =sinz.
Skorzystam z:

. sina
iy T =1
sina — sin 8 = 2 cos a—;— sin & ; p
i h) — si 2 +4) h in (h/2
sin (v + h) ST COS(Z 2) sin 5= cos(r + h/2)—smh(/2/ ) 7, COST
Przyktad
Niech g(y) = f~*(y) bedzie funkcja odwrotng do f(x).
M yo +1%) = fH (wo) __ mth—m 1
h* f(xo + h) _ f(a;o) f(x0+h});f(xo)

Zatem mamy wzor

) =

g(y) = arcsiny. Przyjmujemy, ze (z = arcsiny <= y = sinx)

1 1 1 1
g/(y> = =

sinx  cosx V1—sinZz  /1—2
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Przyktad (Pochodna iloczynu funkcji)

f(x)g(x)
fle+h)glz+h) - f(r)g(z)
h
(o +h) — f@)gle+b) + F@)glo+h) - gl@)
h

= ['(@)g(x) + f(x)d (x)

(zsinz) =a'sine 4+ xsin’z =1-sinx + zcosx

=sinx + xcoszx

Przyktad (pochodna ztozenia funkcji)
Mozna pokazac, ze

(flg(x))) = f(g(x))d (x)

Zastosujemy ten wzor do wyznaczanie pochodnej funkcji f(z) = e”.
Zauwazmy, ze In(f(z)) ==

Stad
(In(f(2))) = 2’
L, .
mf (z) =1
f(@) = f(z)
1.2 Wzory
Wzory



(2% =az* !, 2 >0,a cR
(sinz) = cosx
(cosx) = —sinz
1
(tgzr) = —— =1 +tg’z, cosx # 0
cos?
1
(ctgr) = ———— = —(1 + ctg’z), sinz # 0
sin® x
(arcsin z)’ ! l<z<l1 L < arcsinz < !
arcsinz) = —-l<ux ——7m < arcsinz < =7
V1—2a? b2 2
-1
[ —
(arccosz) = Vi l<xz<l1, 0<arccosz <7
(a®) =a"lna, a >0
1
(Inz[) ==, = #0
T
1 1
(log, |z]) = =—log,e, a>0,a#1, x#0
rlna =

(f+9) (x) = f'(x) + ¢ (2)
(f —9) (x) = f'(x) — ¢'(2)
(cf) (z) =cf'(x), ceR
(f-9) () = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
/

Rownanie stycznej do wykresu funkcyi
Roéwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie xy ma postac:

y = f(wo) + f'(w0)(z — x0)



Definicja 2. Niech [ bedzie funkcjq cigglq w punkcie xy € R. Funkcja f ma
w punkcie xo pochodng niewtasciwg wtedy 1 tylko wtedy, gdy

flxo+h) = flzo) _

A h B
albo

lim J(zo+h) — f(x0) ~ o

h—0 h

Definicja 3 (Pochodna n—tego rzedu).
() = (f(n—l))’ (z) dlan>2

Fakt 2 (Wzor Leibniza).

We wzorze przyimujemy fO(x) = f(z) i oczywiscie g (x) = g(z)

1.3 Twierdzenia o funkcjach z pochodnymi
Twierdzenia o funkcjach z pochodnymi
Twierdzenie 1 (Rolle’a). Jezeli funkcja spelnia warunki:

e jest ciggla na [a,b]

e ma pochodng wlasciwg lub niewlasciwg na (a,b)

o fla) = f(b)
to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze f'(c) =0

Twierdzenie 2 (Lagrange’a). Jezeli funkcja spelnia warunki:

e jest ciggla na [a,b]
e ma pochodng wlasciwg lub niewlasciwg na (a,b)

f(0)—f(a)

to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, Ze f'(c) = ===
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Twierdzenie 3 (warunki wystarczajace monotonicznosci funkeji). Jezeli
funkcja dla kazdego x € (a,b) spelnia warunek

o f'(x) =0, to jest stala na przedziale (a,b)

> 0, to jest rosngca na przedziale (a,b)

>0, to jest niemalejgca na przedziale (a,b)
0, to jest malejgca na przedziale (a,b)

<
<0, to jest nierosngca na przedziale (a,b)

Uwaga: Jezeli f'(x) > 0 dla kazdego x € (a,b), przy czym zbior
{z € (a,0)] f'(x) =0}
jest skoriczony, to funkcja f jest rosngca na (a,b)
Twierdzenie 4 (Cauchu’ego). Jezeli funkcje spetniaje warunki:
e sq ciggle na |a, b
e majg pochodne wilasciwe lub niewtasciwe na (a,b)

e ¢'(z) # 0 dla kazdego € (a,b)

ot i -, e f(0)—f(a)
to istnieje punkt c € (a,b) taki, ze 70 = 90 e(@

1.4 Twierdzenia o granicach nieoznaczonych

Twierdzenie 5 (reguta de L'Hospitala dla nieoznaczonosci 8). Jezeli funkcje
f 1 g spelniajg warunksi:

e lim f(z)= lim g(x) =0, przy czym g(z) # dla x € S(zo)

T—T0o T—T0

L (@)
e istnieje granica xhj?o 7 @)

(wtasciwa lub niewtasciwa)

to ,
lim @ = lim f(z)

w0 g(@)  eomo g'(2)

Twierdzenie jest prawdziwe, jezeli xo zastapimy przez xy , xd, —00, +00
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Twierdzenie 6 (reguta de L'Hospitala dla nieoznaczonosci 22). Jezeli funk-
cje f i g spetniajg warunki:

e lim f(z)= lim g(x) = 0

T—T0 T—rT0

e istnieje granica lim L& (wlasciwa lub niewlasciwa)
x—xo 9 (x)

to

lim /(@) = lim I'(z)

w0 g(z)  wom g (2)

Twierdzenie jest prawdziwe, jezeli xo zastapimy przez xy , Ty, —00, +00

1.5 Wzdbr Talora
Wzér Taylora

Twierdzenie 7. Jezeli funkcja f(x) ma n—tq pochodng f™(z) w pewnym
przedziale domknietym zawierajgcym punkt a, wowczas dla kazdego punktu x
z tego przedziatu ma miejsce nastepujgcy wzor Taylora:

f(z) = f(a) + f’l(!a) (x —a)+ f”2(!a) (x—a)*+...
f(n—l) a - f(n) c .
a (n_i)!)(:r—a) * n(‘ )( —9)

gdziea <c, <zprzyx >aizrz <c,<aprzy x <a

Ostatni wyraz we wzorze Taylora oznaczamy przez R,:

f™(en)

n!

R, = (x —a)"

i nazywamy reszta wzoru Taylora (w postaci Lagrange’a)

Definicja 4 (Szereg Taylora). Szereg potegowy postaci

(™) (g

n

f(x) = fla)+)

nazywamy szeregiem Taylora



Twierdzenie 8 (O rozwinieciu funkcji w szereg Taylora). Funkcja jest roz-
wiajlna w szereg Taylora w przedziale (a — §,a + 0), jezeli w tym przedziale

e funkcja ma pochodne kazdego rzedu

e lim R, =0, gdzie R, oznacza reszte szerequ podang we wzorze Taylora
n—o0

Uwaga 1. Warunek drugi jest w szczegolnoSci spetniony, jezeli wszystkie
pochodne f™(x) sq wspdlnie ograniczne w przedziale (a — 8, a + 6)
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