1 Granica funkcji

1.1 Punkt skupienia
Punkty skupienia

Definicja 1. Punkt xy nazwywamy punktem skupiena zbioru X C R, jezeli
dowolnie blisko xq istniejg liczby x € X, rozne od xy.

Rownowaznie mozemy powiedzieé, ze xy jest punktem skupienia X wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje cigg (x,) taki, Ze X 3 x, # xo dla kazdego n € N

oraz lim xz,, = xg.
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Definicja 2. Punkt xq jest prawostronnym (lewostronnym) punktem skupie-
nia X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciqg (x,) taki, ze X > x, > xo (v, <

xg) dla kazdego n € N oraz lim x,, = xo.
n—o0

Definicja 3. Mowimy, ze oo (—o0) jest punktem skupienia zbioru X C R
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje cigg (x,) taki, ze X 3 x, dla kaZdegon € N

oraz lim x, = oo (—00).
n—oo

1.2 Definicje granic

Granice funkcji

Definicja 4 (Granica funkcji). Niech X, Y C R, f : X — Y, xo—punkt
skupienia zbioru X . Bedziemy pisali

lim f(z) =g

Tr—x0

jezeli istnieje punkt g € R o nastepujgcych wtasnosciach:

/\\/ /\[0<|x_$0|<5:>|f(x)—g|<g]

e>06>0zeX



Twierdzenie 1 (Réwnowaznos$é definicji granicy funkcji).
lim f(z) =g <= lim f(z,) =g dla dowolnego ciggu
n—o0
(x) takiego, ze: X 3 x, # o dla kaZdego n € N
oraz lim z,, = xg

n—o0

Prawa strona réwnowaznosci, to tzw. definicja Heinego granicy funkcy.
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Definicja 5 (Definicje granic funkcji). Niech X, Y C R, f: X — Y oraz
Ty, € X dla kazdego n € N.

lim f(x) =9 < /\ lim f(x,) =g

T—00 0 n—00
Jm f@)=g = N lm flz) =
S f)=e = N i) =
lim f(z) =g <= A lim f(z) =g
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Uwaga: g € RU{—00, 00}

1.3 Arytmetyka granic

Twierdzenie 2 (o arytmetyce granic funkcji). Jezeli funkcje f, g majg gra-
nice (skonczone) w punkcie xg, to

Jim (f(2) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z)
lim (£(z) = g(a)) = Jim f(x) — lim g(a)
i (e () = of im f(z), gdsic c € R
lim (£(x) - g(@) = (Jim f(@)- (Jlim g(x)
5 = iz oy ol lim ot 41
lim () = (lim ()"

Uwaga: Wzory sq prawdziwe, jezeli xy zastgpimy przez xg, xy, —oo lub 0o,
Trzeba zatozyé, ze wyrazenia w ostatnim wzorze majg sens.

Twierdzenie 3 (o granicy funkcji zlozonej). Jezeli funkcje f, g spelniajg
warunki:

o lim f(z) =1y

T—T0



o f(x) # yo dla kazdego x € S(xg)

e limg(y) =g

Y—Y0
to lim g(f(z)) =g
Tr—T0

Uwaga: Tunerdzenie jest prawdziwe dla pozostatych typow granic. Zbior
S(z) jest postaci (xg — d,z9 +9) \ {zo} dla pewnego 6 > 0.

1.4 Przyklady granic

Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych

i t
lim 200 = lim = = 1
x—0 I z—0 x
T—1 T—1
lim & =Ina, gdzie a > 0 lim & =1
limwzlogae, gdzie 0 < a # 1 lim — Y1
z—0 x z—0 x
T 1 z
lim <1 + ﬂ) =e? gdziea € R lim (1 +—-] =e
r—+o00 €x r—+o00 x
1 @ —1
lim(1 + )% =e lim¢ =a,
x—0 z—0 xX
gdzie a € R

1.5 Asymptoty funkcji

Definicja 6 (Asymptota pionowa lewostronna). Prosta x = a jest asymptotq
pionowq lewostronng funkcji f jezeli

lim f(z) = —o0 albo lim f(z)= o0
Tr—a— T—a—
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Definicja 7 (Asymptota pionowa prawostronna). Prosta © = a jest asymp-
totg pionowq prawostronng funkcji f jezeli

lim f(x) =—o00 albo lim f(x)= oo
z—a™t z—a™t
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Definicja 8 (Asymptota pionowa). Prosta © = a jest asymptotq pionowq
funkcyi jezeli jest jednoczesnie asymptotq lewostronng i prawostronng
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Definicja 9 (Asymptota uko$na). Prosta y = ax + b jest asymptotq ukosng
funkcji f w +oo (—o0) wtedy i tylko wtedy, gdy
lim [f(x)— (ax +b)] =0

T 00
(z——00)
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—y = (2* = 3)/(z —2)
_5| — a. ukosna y = x + 2
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Fakt 1. Prostay = ax+b jest asymptotq ukosng funkcji f w oo (—o0) wtedy
1 tylko wtedy, gdy

()

a=lim - oraz b= lim [f(r)— az]
(z——00) (z——o00)



1.6 Ciaglosé funkcji
Definicja 10. Niech X, Y CR, f: X =Y, 2o € X. O funkcji f powiemy,

ze jest ciggla w punkcie xq, jezeli

AV Allz =20 <0 =|f(z) — flzo)| <]

e>06>0zeX

To—0 0 T +0 Punkt nieciggtosci
Twierdzenie 4. W sytucji opisane] w powyzszej definicji niech xo bedzie
punktem skupienia zbioru X. Funkcja f jest ciggla w punkcie xq wtedy 1
tylko wtedy, gdy lim f(z) = f(xo)

T—T0

Definicja 11. Funkcja f : X — Y jest ciggla, jezeli jest ciggta w kazdym
punkcie p € X.



Twierdzenie 5. Niech f, g bedg funkcjami ciggtymi na X. Wowczas f + g,
f g oraz f/g sq funkcjami cigglymi. W ostatnim przypadku zakladamy, ze

g#0
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